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CHAPITRE PREMIER 


ÉQUATIONS DU MOUVEMENT 


$ 1. Coordonnées généralisées 


Üne des notions fondamentales de la Mécanique est celle de 
point matériel !., On désigne ainsi un corps dont on peut négliger 
les dimensions lorsqu'on décrit son mouvement. Bien entendu, 
cette possibilité dépend des conditions concrètes de tel ou tel pro- 
blème. Ainsi, on peut considérer les planètes comme des points 
matériels lorsqu'on étudie leur mouvement autour du Soleil, mais 
non pas, évidemment, lorsqu'on considère leur rotation diurne. 

La position d’un point matériel dans l’espace est déterminée 
par son rayon vecteur r, dont les composantes coïncident avec ses 
coordonnées cartésiennes x, y, z. La dérivée de r par rapport au 
temps £ 

dr 


dr: 


: ' mére d?r ET ; 
est appelée vitesse et La dérivée seconde MS * accélération du point. 


Par la suite, selon l'habitude admise, nous noterons la dérivation 


par rapport au temps au moyen d’un point sur la lettre: v = r. 

Pour déterminer la position d’un système de N points matériels 
dans l’espace, il faut se donner NV rayons vecteurs, c’est-à-dire 
3N coordonnées. En général, le nombre des grandeurs indépendantes 
qu'il faut se donner pour déterminer de façon univoque la position 
d’un système est appelé nombre de degrés de liberté du système. 
Dans le cas présent, ce nombre est égal à 3N. Ces grandeurs ne sont 
pas forcément les coordonnées cartésiennes du point, et selon les 
conditions du problème, le choix d’un autre système de coordonnées 
peut être plus commode. s grandeurs quelconques q1, Q2, . . ., Qs 
caractérisant complètement la position d’un système (à s degrés 


1 Au lieu du terme « point matériel » nous emploierons souvent le mot 
« particule ». 
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de liberté) sont appelées ses coordonnées généralisées, et les dérivées 


g:, ses vitesses généralisées. 

Il ne suffit pas cependant de se donner les coordonnées généra- 
lisées pour déterminer « l’état mécanique » du système à un instant 
donné, en ce sens que cela ne permet pas de prévoir la position du 
système à l'instant suivant. Pour des valeurs données des coordon- 
nées, un système peut posséder des vitesses arbitraires, et pour les 
différentes valeurs de celles-ci, la position du système sera différente 
à l'instant suivant (c’est-à-dire après un intervalle de temps infi- 
niment petit dt). 

L'expérience montre que la donnée simultanée des coordonnées 
et des vitesses détermine complètement l’état du système et permet, 
en principe, de prédire son mouvement futur. Au point de vue 
mathématique, cela signifie que la donnée des coordonnées g et des 


vitesses g à un certain instant définit de façon univoque la valeur 


des accélérations qg à cet instant !. 

Les relations qui lient les accélérations aux coordonnées et aux 
vitesses sont appelées équations du mouvement. Par rapport aux 
fonctions q (t), ce sont des équations différentielles du second ordre 
dont l'intégration permet en principe de déterminer ces fonctions, 
c'est-à-dire les trajectoires du mouvement du système mécanique. 


$ 2. Le principe de moindre action 


La formule la plus générale de la loi du mouvement des systèmes 
mécaniques est fournie par le principe dit de moindre action (ou 
principe de Hamilton). Selon ce principe, tout système ‘mécanique 
est caractérisé par une fonction définie: 


L (q: dos .….. Qs Qi: Qc: .….. ss t) 


ou plus brièvement ZL (q, q, t), le mouvement du système satisfai- 
sant à la condition suivante. 

Supposons qu'aux instants £ — t, et { — t, le système occupe 
des positions déterminées, caractérisées par les deux ensembles 
de valeurs des coordonnées q(1) et q(2). Entre ces positions, le systè- 
me se meut alors de telle façon que l'intégrale 


ta 
S=\2Z(g, 4, t)dt (2,1) 


t1 


1 Pour simplifier l'écriture, nous désignerons souvent par g l’ensemble de 
toutes les coordonnées g1, go, . - ., gs (et par q l’ensemble de toutes les vitesses). 
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ait la plus petite valeur possible 1. La fonction ZL est appelée fonc- 
tion de Lagrange du système, et l'intégrale (2,1) l’action. 
La fonction de Lagrange ne renferme que qg et q, mais pas les 


dérivées supérieures qg, q, . .. Cela est dû au fait indiqué plus haut 
que l’état mécanique d'un système est complètement défini par ses 
coordonnées et ses vitesses. 

Etablissons maintenant les équations différentielles qui déter- 
minent le minimum de l'intégrale (2,1). Pour simplifier l'écriture, 
admettons d’abord que le système ne possède qu’un seul degré 
de liberté, de sorte qu'il sera défini par une seule fonction g (t). 

Soit précisément g == q (t) la fonction pour laquelle S a un mini- 
mum. Cela signifie que S croît lorsqu'on remplace g (f) par toute 
fonction de forme 


q(t)+- g (#), (2,2) 


où ôg (t) est une fonction petite dans tout l'intervalle temporel 
de t; à t> (on l’appelle variation de la fonction q (t)). Puisque pour 
t = t, et é — t, toutes les fonctions telles que (2,2) doivent prendre 
les mêmes valeurs qg(t) et qg(2) on doit avoir: 


Ôgq (t1) = 6q (t2) = 0. (2,3) 


Le changement de valeur de S lorsqu'on remplace q par 
g—+ ôq est donné par la différence : 


lo 2 
ÜL(+8g, a+8q, ?) dt—\ L (a, a, t) dt. 
t1 ît 


Le développement en série de cette différence suivant les puissances 


de ôq et de ôg (dans l’expression sous le signe somme) commence 

par des termes du premier ordre. La condition nécessaire de mini- 

mum ? de S est que l’ensemble de ces termes s’annule ; on l’appelle 

première variation (ou habituellement variation tout court) de 

l'intégrale. Ainsi le principe de moindre action peut être écrit: 
lo 


ôS — à \ L(q, 4, t)dt=0, (2,4) 


t1 


1 Il convient cependant de noter que le principe de moindre action ainsi 
formulé n’est pas toujours valable pour la totalité de la trajectoire du mouve- 
ment, mais seulement pour chaque partie suffisamment petite de celle-ci; pour 
toute la trajectoire, l'intégrale (2,1) peut n’avoir qu’un extremum qui ne sera 
pas nécessairement un minimum. Cette circonstance n’est cependant pas essentiel- 
le pour l'établissement des équations du mouvement, qui n'utilise qu’une con- 
dition d’extremum. 

? En général : d’extremum. 
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soit en effectuant la variation : 


t 
(S 8q + : ôg) dt—0. 


En remarquant que ôq = + dg, intégrons le deuxième terme par 
parties ; nous obtenons : 


lo to 
0L OL d OL 
q 1 ti 0q 


En vertu des conditions (2,3), le premier terme de cette expres- 
sion disparaît. Reste l'intégrale, qui doit être égale à O pour toute 
valeur de ôg. Cela n’est possible que si l'expression sous le signe 
somme s’annule identiquement. Nous obtenons ainsi l'équation 


Pme 
dt où ôq 


S'il y a plusieurs degrés de liberté, les s fonctions différentes q:;(t) 
doivent varier indépendamment. Il est évident que nous obtenons 
alors s équations de la forme: 


F0 (po Les) (2,6) 
ôq; ‘ 

Ce sont les équations différentielles cherchées; on les appelle en 
mécanique équations de Lagrange *. Si la fonction de Lagrange d’un 
système mécanique donné est connue, alors les équations (2,6) éta- 
blissent la relation entre les accélérations, les vitesses et les coordon- 
nées, autrement dit constituent les équations du mouvement du 
système. 

Au point de vue mathématique, les équations (2,6) forment 
un système de s équations différentielles du second ordre à s fonc- 
tions inconnues gq; (#). 

La solution générale d’un tel système contient 2s constantes 
arbitraires. Pour les déterminer, et par là même pour définir com- 
plètement le mouvement du système mécanique, il est nécessaire 
de connaître les conditions initiales qui caractérisent l’état du 
système à un instant donné, par exemple les valeurs initiales des 
coordonnées et des vitesses. 


1 Dans le Calcul variationnel, qui envisage le problème formel de la déter- 
mination des extrema d’intégrales telles que (2, 1), elles sont appelées équa- 
tions d’Euler. 
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Soit un système mécanique composé de deux parties À et B. 
dont chacune, étant fermée, aura respectivement pour fonction 
de Lagrange les fonctions L, et L3. Si alors on éloigne ces parties 
l’une de l’autre suffisamment pour que leur interaction devienne 
négligeable, la fonction de Lagrange du système tendra vers la limi- 
te 


Cette additivité de la fonction de Lagrange exprime le fait que 
les équations du mouvement de chacune des parties d’un système 
n’interagissant pas avec les autres ne peuvent contenir de gran- 
deurs se rapportant aux autres parties du système. 

Il est évident que la multiplication de la fonction de Lagrange 
d’un système mécanique par une constante arbitraire n’influe pas 
par elle-même sur les équations du mouvement. On pourrait penser 
qu'il en résulte une indétermination: les fonctions de Lagrange 
de différents systèmes mécaniques isolés pourraient être multi- 
pliées par des constantes quelconques différentes. La propriété 
d’additivité de la fonction de Lagrange élimine cette indétermina- 
tion: elle n’admet que la multiplication simultanée des fonctions 
de Lagrange de tous les systèmes par une constante unique, ce qui 
aboutit simplement à un arbitraire naturel dans le choix des unités 
de mesure de cette grandeur physique; nous reviendrons là-dessus 
au $ 4. 

On peut faire encore la remarque générale suivante. Considé- 


rons deux fonctions L” (q, q, t) et L (q, q, t) ne différant l’une de 
l’autre que par la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction 
quelconque des coordonnées et du temps f (g, t): 


L'(q 9 D=L(g g + f(a #). (2,8) 


Calculées à l’aide de ces deux fonctions, les intégrales (2,1) sont 
liées par la relation 


to lo to 
, , e e d 
S =\L (g, q; t)dt=\ L (4, q tat+\<at- 
l1 t1 î1 


= S+f(g®, &)—7f(90, &), 


c'est-à-dire diffèrent l’une de l’autre par un terme supplémentaire 
qui disparaît lorsqu'on varie l’action. De sorte que la condition 
ôS” — 0 coïncide avec la condition 8$S — 0 et la forme des équa- 
tions du mouvement reste inchangée. 

De cette façon, la fonction de Lagrange n’est déterminée qu’à 
la dérivée totale d’une fonction quelconque des coordonnées et du 
temps près. 
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$ 3. Le principe de relativité de Galilée 


Pour étudier les phénomènes mécaniques, il faut choisir un 
système de référence. Dans des systèmes de référence différents les 
lois du mouvement n’ont pas en général la même forme. Si on prend 
un système de référence quelconque, il peut se faire que les lois de 
phénomènes même très simples prennent une forme extrêmement 
compliquée. Naturellement, on doit choisir un système de référence 
tel que les lois de la mécanique y soient les plus simples possible. 

Par rapport à un système de référence quelconque, l’espace est 
non homogène et anisotrope. Cela signifie que même si un corps 
n’interagit avec aucun autre, ses différentes positions dans l’espace 
et ses différentes orientations ne seront pas équivalentes au point 
de vue mécanique. Il en sera généralement de même en ce qui con- 
cerne le temps, qui sera non uniforme, c’est-à-dire que ses différents. 
instants ne seront pas équivalents. La complication qui serait 
introduite dans la description des phénomènes mécaniques par ces 
propriétés de l’espace et du temps est évidente. Ainsi par exemple, 
un corps libre (c'est-à-dire non soumis à une influence extérieure) 
ne pourra être au repos: même si la vitesse du corps à un instant 
quelconque est nulle, à l’instant suivant il commencera à se mouvoir 
dans une certaine direction. Cependant, on peut toujours trouver 
un système de référence par rapport auquel l’espace sera homogène 
et isotrope et le temps uniforme. Un tel système est appelé galiléen. 
En particulier, dans un système galiléen, un corps libre et au repos 
à un instant donné restera au repos pendant un temps illimité. 

Nous pouvons dès maintenant tirer quelques conclusions quant 
à la forme de la fonction de Lagrange pour un point matériel se 
déplaçant librement dans un système de référence galiléen. L'uni- 
formité de l’espace et du temps signifie que cette fonction ne peut 
contenir explicitement ni le rayon vecteur r du point, ni le temps t; 
autrement dit, L ne sera fonction que de la vitesse v. Du fait de 
l'isotropie de l’espace, la fonction de Lagrange ne peut dépendre 
non plus de la direction du vecteur v, de sorte qu'elle n’est fonction 
que de sa valeur absolue, c’est-à-dire du carré v? = v?: 


L=L (v?). (3,1) 
Etant donné que la fonction de Lagrange est indépendante der 


dL Ld . 
nous avons == —0, et les équations de Lagrange prennent la forme ? 


* Par dérivée d’une grandeur scalaire par rapport à un vecteur on entend 
un vecteur dont les composantes sont égales aux dérivées de cette grandeur par 
rapport aux composantes correspondantes du vecteur. 
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d'où = Cte. Mais puisque = n’est fonction que de la vitesse, 
il en résulte que 
y — Cte. (3,2) 


Nous en arrivons ainsi à la conclusion que dans un système de 
référence galiléen, tout mouvement libre s'effectue avec une vitesse 
constante en grandeur et en direction. Cette affirmation constitue 
ce qu’on appelle la loi de l'inertie. 

Si, en plus du système galiléen donné, nous faisons intervenir 
un autre système animé d’un mouvement rectiligne et uniforme 
par rapport au premier, les lois du mouvement dans ce nouveau 
système seront les mêmes que dans le système initial. Un mouve- 
ment libre s’y effectuera aussi à vitesse constante. 

Cependant, l’expérience montre que dans ces systèmes non seu- 
lement les lois du mouvement libre seront les mêmes, mais que les 
systèmes seront aussi totalement équivalents au point de vue méca- 
nique. Ainsi, il existe une infinité de systèmes de référence galiléens 
animés les uns par rapport aux autres d’un mouvement rectiligne 
et uniforme. Dans ces systèmes, les propriétés de l’espace et du 
temps sont les mêmes, ainsi que toutes les lois de la mécanique. 
Cette affirmation constitue ce qu’on appelle le principe de relativité 
de Galilée, qui est un des principes les plus importants de la Méca- 
nique. 

Tout ce que nous avons dit démontre assez clairement le caractè- 
re particulier des propriétés des systèmes galiléens, propriétés 
en vertu desquelles on utilise précisément ces systèmes, en général, 
pour l’étude des phénomènes mécaniques. Par la suite, nous ne con- 
sidérerons que des systèmes galiléens, sauf indication contraire. 

L'équivalence complète au point de vue mécanique de tous ces 
systèmes montre en même temps qu'il n'existe aucun système de 
référence « absolu » que l’on pourrait préférer aux autres. 

Les coordonnées r et r’ d’un même point dans deux systèmes 
de référence différents À et X” dont le deuxième se déplace par rap- 
port au premier avec une vitesse V, sont liées par la relation 


r=r + Vé. (3,3) 


On y entend que le temps s'écoule de la même façon dans les 
deux systèmes de référence : 


t—t. (3,4) 


L'hypothèse d’un temps absolu est à la base même des représen- 
tations de la Mécanique classique 1. 


1 Elle n’est pas vraie en Mécanique relativiste. 
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Les formules (3,3) et (3,4) sont appelées transformations de Gali- 
lée. On peut exprimer le principe de relativité de Galilée comme 
la nécessité de l’invariance des équations du mouvement par rap- 
port à ces transformations. 


$ 4 Fonction de Lagrange d’un point matériel libre 


Pour déterminer la forme de la fonction de Lagrange, considé- 
rons d’abord le cas le plus simple: le mouvement libre d’un point 
matériel dans un système galiléen. Comme nous l’avons déjà vu, 
la fonction de Lagrange ne dépend dans ce cas que du carré du vec- 
leur vitesse. Pour expliciter cette dépendance, nous utiliserons 
le principe de relativité de Galilée. Si un système de référence gali- 
léen À se déplace par rapport à un autre système galiléen Æ”’ avec 
une vitesse infiniment petite £, on a V’ — v + €. Puisque les équa- 
tions du mouvement dans tous les systèmes de référence doivent 
avoir la même forme, la fonction de Lagrange L (v*) doit, par cette 
transformation, se changer en une fonction L’, qui, si elle diffère 
de Z (v*), n’en différera que par la dérivée totale d’une fonction 
des coordonnées et du temps (voir fin du $ 2). 

Nous avons 


L'=L(v?)=L(v?- 2ve +e?). 
Développant cette expression en série par rapport aux puissances 
de £ et négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, nous 
obtenons 


À ôL 
L (v 2) — L (v?) TE 2v8. 
Le deuxième terme du second membre de cette égalité sera une déri- 
vée totale par rapport au temps s’il est fonction linéaire de la vites- 
se v. Par suite, 2 ne dépend pas de la vitesse, c’est-à-dire que la 


fonction de Lagrange dans le cas envisagé est proportionnelle au 
carré de la vitesse : 
L = av?. 
Du fait que sous cette forme la fonction de Lagrange satisfait au 
principe de relativité de Galilée dans le cas d’une transiormation 
infiniment petite de la vitesse, il résulte immédiatement que la fonc- 
tion de Lagrange est également invariante pour une vitesse finie 
V du système de référence X par rapport à X”’. En effet, 
L'=av'?=a(v+V}= av? + 2avV + aV? 
soit 
L'=L + (2arV -+ av’). 
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Le second terme est une dérivée totale et peut par conséquent être 
omis. On désigne habituellement la constante a par m/2, de sorte que 
finalement, la fonction de Lagrange d’un point matériel en mouve- 
ment libre s'écrit : 


mu? 
Lee. (4,1) 


La grandeur m est appelée masse du point matériel. La fonction 
de Lagrange étant additive, on a, pour un système de points ne 
réagissant pas les uns sur les autres !: 


mMmav? 
L=2 ie (4,2) 


Il faut souligner que c’est seulement compte tenu de cette proprié- 
té que la définition donnée de la masse acquiert un sens réel. Comme 
on l’a vu au $ 2, on peut toujours multiplier la fonction de Lagran- 
ge par une constante quelconque; cela n'’affecte pas les équations 
du mouvement. Pour la fonction (4,2), cette multiplication revient 
à un changement de l’unité de mesure de la masse ; maïs les rapports 
des masses de diverses particules, qui seules ont un sens physique 
réel, restent inchangés par cette transformation. 

Il est aisé de voir que la masse ne peut être négative. En effet, 
selon le principe de moindre action, lorsqu'un point matériel se 
déplace d’un point 7 à un point 2 de l’espace, l’intégrale 


passe par un minimum. Supposons que la masse soit négative. Alors, 
pour une trajectoire le long de laquelle la particule commence par 
s'éloigner rapidement du point / pour se rapprocher ensuite rapide- 
ment du point 2, l'intégrale d’action prendrait des valeurs néga- 
tives aussi grandes que l’on veut en valeur absolue. Autrement dit, 
elle n'aurait pas de minimum ?. 

Il est utile de noter que 


dl\2 dl? 
U? — (5) — JE < (4,3) 


Par suite, il suffit, pour établir la fonction de Lagrange, de trouver 
le carré de la longueur de l'élément d’arc dl dans le système de 
coordonnées correspondant. 


1 Pour numéroter les particules, nous utiliserons comme indices les pre- 
mières lettres de l’alphabet, et pour les coordonnées, les lettres à, k, L, . .. 

2 La réserve indiquée en note à la p. 9 ne change rien ici, puisque pour m < 
< 0, l'intégrale n'aurait pas non plus de minimum pour aucun élément de tra- 
jectoire si petit soit-il. 
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En coordonnées cartésiennes, par exemple, on a dl? — dr? + 
+ dy? + dz°, d'où: 


LR (+ yet). (4,4) 
En coordonnées cylindriques dl? — dr? + r?dp? + dz?, d'où: 
LS (+ pt +2). (4,5) 
En coordonnées sphériques dl? = dr? + r?d60? +-r? sin? 6 d? et : 


= _. (r2 + r202 + r? sin? 6q?). (4,6) 


$ 5. Fonction de Lagrange d’un système de points matériels 


Considérons maintenant un système de points matériels réa- 
gissant les uns sur les autres, mais isolés de tout corps étranger; 
on dit d’un tel système qu'il est fermé. On peut décrire l'interaction 
des points matériels du système en ajoutant à la fonction de Lagran- 
ge (4,2), valable pour les points matériels libres, une fonction défi- 
nie des coordonnées (dépendante du caractère de l'interaction) 1. 
Désignons cette fonction par —ÜU, et écrivons: 


Mav? 
L= DU (rs re...) (5,1) 


(où r, est le rayon vecteur du aïième point). Nous avons ici la 
forme générale de la fonction de Lagrange d’un système fermé. 


La somme 
2 
r- Xe 
2 
a 


est appelée énergie cinétique, et la fonction U, énergie potentielle 
du système. Le sens de ces termes sera expliqué au $ 6. 

Le fait que l’énergie potentielle dépend seulement de la distri- 
bution des points matériels au même instant, a pour conséquence 
qu'un changement de position de l’un d’entre eux se répercute 
instantanément sur tous les autres; on peut dire que l'interaction 
« se propage » instantanément. Ce caractère des interactions est 
inévitable en Mécanique classique; cela découle directement des 
postulats fondamentaux de celle-ci: l'existence d’un temps absolu 
et le principe de relativité de Galilée. Si l'interaction se propageait 
non pas instantanément mais avec une vitesse finie, cette dernière 


1 Cette affirmation se rapporte à la Mécanique classique non relativiste 
exposée dans le présent volume. 
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ne serait pas la même dans des systèmes de référence différents 
(se trouvant en mouvement l’un par rapport à l’autre); en effet, 
l'existence d’un temps absolu entraîne automatiquement que la 
règle habituelle de composition des vitesses est applicable à tous 
les phénomènes. Mais alors, les lois du mouvement des corps qui 
interagissent seraient différentes dans différents systèmes de réfé- 
rence (galiléens), ce qui contredirait le principe de relativité. 

Au $ 3, nous n'avons parlé que de l’uniformité du temps. La 
forme (5,1) de la fonction de Lagrange montre que le temps n’est 
pas seulement uniforme, mais aussi isotrope, c’est-à-dire que ses 
propriétés sont les mêmes dans les deux sens. En effet, le change- 
ment de £ en —+t laisse la fonction de Lagrange, et par suite les 
équations du mouvement inchangées. En d’autres termes, si dans 
un système un mouvement quelconque est possible, le mouvement 
inverse sera toujours possible, c’est-à-dire un mouvement tel que 
le système passe à nouveau par les mêmes états, dans l’ordre inver- 
se. En ce sens, tout mouvement qui s'effectue selon les lois de la 
mécanique classique est réversible. 

Connaissant la fonction de Lagrange, nous pouvons poser les 
équations du mouvement 


d 0L ôL 
va (5,2 
Portant (5,1) dans (5,2) nous obtenons 
dVa où 
a — TÔT ; (5,3) 


Sous cette forme, les équations du mouvement sont appelées 
équation de Newton et constituent la base de la Mécanique d’un 
système de particules intéragissantes. Le vecteur 


F= —— (5,4) 


est appelé force agissant sur le aïème point. De même que l'énergie 
potentielle U, la force ne dépend que des coordonnées des particu- 
les et non de leurs vitesses. Les équations (5,3) montrent alors que 
les vecteurs accélérations des particules ne sont également fonctions 
que des coordonnées. 

L'énergie potentielle est une grandeur définie seulement à une 
constante arbitraire près, qui, si on la lui ajoutait, ne changerait 
pas les équations du mouvement (c’est un cas particulier de la non- 
uniformité de la fonction de Lagrange indiquée au $ 2). La façon 
la plus naturelle et la plus courante de choisir cette constante con- 
siste à faire en sorte que l'énergie potentielle tende vers zéro lorsque 
la distance entre les particules augmente. 


2—640 
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Si pour décrire un mouvement, on utilise, au lieu des coordon- 
nées cartésiennes des points, des coordonnées généralisées quel- 
conques g;, il faudra alors, pour obtenir la fonction de Lagrange, 
effectuer la transformation suivante: 


Ta = Ja (Gi Go; ss NO) = D 3 an, etc. 
k 
Portant ces expressions dans la fonction 
Le Dimal(ri+ vit —U, 
a 
nous obtenons la fonction de Lagrange cherchée sous la forme: 


L = + Ÿ air (9) iqn —U (aq), (9,5) 

i1,khR 
où les a;, sont fonctions des seules coordonnées. Dans un système 
de coordonnées généralisées, l'énergie cinétique reste fonction 
quadratique des vitesses, mais peut dépendre aussi des coordonnées. 
Jusqu'à présent, nous n’avons parlé que des systèmes fermés. 
Considérons maintenant un système À non fermé, interagissant 
avec un système B animé d’un mouvement donné. On dit dans ce cas 
que le système À se meut dans un champ extérieur donné (créé par 
le système B). Puisque les équations du mouvement s’obtiennent 
à partir du principe de moindre action en variant chacune des coor- 
données indépendamment (c’est-à-dire les autres étant considérées 
comme connues), nous pouvons, pour trouver la fonction de La- 
grange L, du système À, utiliser la fonction de Lagrange Z du 
système entier À + B en y remplaçant les coordonnées q% par des 

fonctions données du temps. 

En supposant le système À + B fermé, nous avons: 


L=TA(gas Ga) + Te (Qr: 08) —U (q4, Qn), 


où les deux premiers termes représentent les énergies cinétiques 
des systèmes À et B, et le troisième, leur énergie potentielle commu- 
ne. En substituant aux q, des fonctions données du temps et en 


laissant de côté le terme T (q3 (£), dB (t)), qui ne dépend que du 
temps (et qui est donc la dérivée totale d’une autre fonction du 
temps), nous obtenons: 


La =T à (4; ga) —U (qa, qg (t)). 


Ainsi, le mouvement d’un système dans un champ extérieur 
est décrit par une fonction de Lagrange du type habituel, avec 
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cette seule différence que l'énergie potentielle peut être maintenant 


fonction explicite du temps. 
Pour le mouvement d’une particule dans un champ extérieur, 


la forme générale de la fonction de Lagrange sera donc: 


L="_U (rt) (5,6) 
et l'équation du mouvement 
mv= — 2. (5,7) 


On appelle champ uniforme un champ en tous les points du- 
quel la même forme F agit sur une particule. Dans un champ 
uniforme, l'énergie potentielle est évidemment : 


U= —Fr. (5,8) 


Pour conclure ce paragraphe, faisons encore une remarque sur 
l'application des équations de Lagrange à différents problèmes con- 
crets. On a souvent affaire à des systèmes mécaniques où l’inter- 
action des corps (points matériels) a un caractère dit de « liaison », 
c'est-à-dire de limitations imposées à la disposition réciproque des 
corps. En pratique, on crée ces liaisons en fixant les corps entre eux 
par des tiges, des fils, des charnières, etc. Cette circonstance intro- 
duit dans le mouvement un nouveau facteur: le mouvement des 
corps s'accompagne de frottement à leurs points de contact; en 
général, le problème sort alors du cadre de la Mécanique pure 
(voir $ 25). Dans bien des cas cependant, le frottement est suffisam- 
ment faible pour qu’on puisse négliger complètement son influence 
sur le mouvement. Si de plus on peut négliger les masses des « élé- 
ments de liaison » du système, le rôle de ceux-ci se réduit alors 
simplement à une diminution du nombre de degrés de liberté s du 
système (par rapport au nombre 3N). Pour déterminer son mouve- 
ment, on peut ainsi utiliser à nouveau la forme (5,5) de la fonction 
de Lagrange, avec un nombre de coordonnées généralisées indépen- 
dantes correspondant au nombre réel de degrés de liberté. 


Problèm'es 


Trouver la fonction de Lagrange des systèmes suivants, placés dans un champ 
de pesanteur uniforme (accélération de la pesanteur : g). 

1. Pendule double oscillant dans un plan (fig. 1). 

Solution. Comme coordonnées, prenons les angles @;, et 2 formés par les 
fils Z et L avec la verticale. Nous avons alors pour le point m1 : 


Â . 
Tim mliqh  U=—migl cos pi. 


2% 
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Pour trouver l'énergie cinétique du second point exprimons ses coordonnées 
cartésiennes x, y2 (origine des coordonnées au point de suspension, axe y di- 
rigé verticalement vers le bas) en fonction de 4 et mp: 


to li Sin Pi+ sin Pa, ya li cos pl cos pa. 
Nous obtenons alors : 
m e . m e . : > L ‘ 
T2 = ss (x5 + y5) — _. Hip + gs-i- 2lilo cos (pi — To) pigol. 
Et finalement : 


m m L] m L1 L} L] 
L= a tre Loi + cu 1Ep3+ MalaloPipe COS (1 — Pe) + 
+ (m1+ m2) gl COS pi + moglz COS po. 
2. Pendule plan de masse m>,, dont le point de suspension (de masse »,) 
peut se déplacer sur une droite horizontale (fig. 2). 


Fig. 1 Fig. 2 


Solution. Introduisant la coordonnée x du point m, et l’angle @ entre le 
fil du pendule et la verticale, nous avons: 


Lean 94 72 (L2p2+ 2x E cos q) + mogl cos p. 


3. Pendule plan, dont le point de suspension : 

a) se déplace uniformément sur un cercle vertical avec une fréquence cons- 
tante y (fig. 3); 

b) effectue des oscillations horizontales de la forme a cos yt ; 

c) effectue des oscillations verticales de la forme a cos yt. 

Solution. a) Coordonnées du point m: 


æ—acosyt+lsinp, y——a sin yt+lcos y. 


Fonction de Lagrange : 
ml? 


5 2 + mla+? sin (®—yt) + mglcos p ; 


L=— 
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on à omis ici les termes dépendant seulement du temps et éliminé la déri- 
vée totale par rapport au temps de mal y cos (®— Yi). 
b) Coordonnées du point m : 


z—acosyt+isinp,  y—1lcos q. 
Fonction de Lagrange (dérivées totales exclues) : 
L= me p2+ mlay? cos yt sin p+ mgl cos y. 
c) De la même façon : 
L= Le p2+ mlay? cos yt cos + mgl cos ®. 


4. Le système représenté sur la fig. 4; le point m2 se déplace sur l’axe verti- 
cal, et tout le système tourne avec une vitesse angulaire constante Q autour de 


cet axe. 


Fig. 3 Fig. 4 


Solution. Soit 6 l’angle formé par le segment a et la verticale, et p l’angle 


de rotation du système autour de l'axe; @ — Q. Pour chacun des points mi, 
l'élément de déplacement dl? — a? d8? + a? sin? 0 dp?. La distance du point m2 
au point de suspension À est égale à 24 cos 0, d’où dl> = —2a sin 0 46. Fonction 
de Lagrange : 


L = ma? (2 +- Q2 sin? 6) + 2m9a? sin? 6 .02 -L'2ga (m4 mo) cos 0. 


CHAPITRE II 


LOIS DE CONSERVATION 


$ 6. Energie 


Lorsqu'un système mécanique est en mouvement, les 2s gran- 


deurs q; et q; (i — 1, 2, ..., s) qui déterminent son état varient 
avec le temps. Il existe cependant des fonctions de ces grandeurs 
qui conservent pendant le mouvement une valeur constante, dépen- 
dant seulement des conditions initiales. Ces fonctions sont appelées 
intégrales premières (ou intégrales du mouvement). 

Pour un système mécanique fermé à s degrés de liberté, le nombre 
d'intégrales du mouvement indépendantes est égal à 2s — 1. Des 
considérations simples le montrent avec évidence. La solution géné- 
rale des équations du mouvement contient 2s constantes arbitrai- 
res (voir p. 10). Puisque les équations du mouvement d’un système 
fermé ne contiennent pas le temps explicitement, le choix de l'ori- 
gine des temps est arbitraire, et l’une des constantes arbitraires 
dans la solution des équations peut toujours être choisie sous forme 
d’une constante additive {, du temps. Eliminant t + t, des 2s 
fonctions 

= Qi (£ + do: Ci: Ca ss Cas-1), 


di — di (£ + Lo; Ci, Ca …..) Cos_1); 
nous exprimerons les 2s — 1 constantes arbitraires C1, Co, . .. 


..., Cos 1 Sous la forme de fonctions de q et q, qui seront des inté- 
grales premières. 

Cependant toutes les intégrales premières sont loin de jouer un 
rôle d’égale importance en Mécanique. Il en est parmi elles dont 
la constance a une origine très profonde, liée aux propriétés fonda- 
mentales de l’espace et du temps, c’est-à-dire à leur uniformité 
et à leur isotropie. Toutes ces grandeurs qui, comme on dit, sont 
conservatives, ont une propriété générale importante: elles sont 
additives, c’est-à-dire que leur valeur pour un système formé de par- 
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ticules dont on peut négliger l'interaction est égale à la somme de 
leurs valeurs pour chacune des particules. 

Cette additivité confère aux grandeurs correspondantes un rôle 
spécialement important au point de vue mécanique. Supposons par 
exemple que deux corps interagissent pendant un certain intervalle 
de temps. Or, avant comme après l'interaction, chacune des inté- 
grales (additives) de tout le système est égale à la somme de ses 
valeurs pour les deux corps pris séparément. Par suite, les lois de 
conservation de ces grandeurs permettent directement de tirer une 
série de conclusions quant à l’état des corps après l'interaction, si 
leur état avant l'interaction est connu. 

Commençons par la loi de conservation qui découle de l’uni- 
formité du temps. 

Du fait de cette uniformité, la fonction de Lagrange d’un systè- 
me fermé ne dépend pas explicitement du temps. Par suite, la déri- 
vée totale par rapport au temps de la fonction de Lagrange peut 
s’écrire : 


(si L était fonction explicite du temps, il faudrait ajouter le terme 


_ au second membre). En remplaçant les dérivées 2e-par leurs 
l 
valeurs a obtenues à partir des équations de Lagrange, on 
0qi 
obtient : 


dL € 2 ne d 0L * 
= D 9 6 lg r 2. np) 
i i qi 
ou : 
d OL 
SN Er A ll 
a (3 î 0qi ) 


De là, on voit que la grandeur 


DE ae Cte (6,1) 
i qi 


reste constante au cours du mouvement du système fermé. Elle 
constitue donc une de ses intégrales premières. Cette grandeur est 
appelée énergie du système. L'additivité de l’énergie résulte immé- 
diatement de l’additivité de la fonction de Lagrange dont, d’après 
(6,1), elle est fonction linéaire. 

La loi de conservation de l'énergie est valable non seulement 
pour les systèmes fermés, mais aussi pour les systèmes placés dans 
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un champ extérieur constant (c’est-à-dire ne dépendant pas du 
temps) ; en effet, la seule propriété de la fonction de Lagrange que 
nous avons utilisée dans nos raisonnements, à savoir le fait qu’elle 
ne dépend pas explicitement du temps, reste valable dans ce cas. 
Les systèmes mécaniques dont l'énergie se conserve sont parfois 
appelés conservatifs. 

Comme on l’a vu au $ 5, la fonction de Lagrange d’un système 
fermé (ou placé dans un champ constant) est de la forme: 


L=T(g, g)—U(q), 
où T est fonction du carré des vitesses. Appliquant ici le théo- 
rème connu d'Euler sur les fonctions homogènes, nous obtenons : 


* _ OL * OT 
Du = qi -——=2. 


0q 0qi 
Portant cette valeur dans (6,1), on trouve: 
E=T(q, g)+U (q), (6,2) 
et en coordonnées cartésiennes : 
E= DE +U (ru T2, Fe (6,3) 


Ainsi, l’énergie d’un système peut être représentée sous ia forme 
d’une somme, dont les deux termes sont essentiellement diffé- 
rents : l'énergie cinétique, dépendant des vitesses, et l'énergie poten- 
tielle, dépendant seulement des coordonnées des particules. 


$ 7. Impulsion 


L'homogénéité de l'espace donne lieu à une autre loi de conser- 
vation. 

Du fait de cette homogénéité, les propriétés mécaniques d’un 
système fermé ne changent pas lors d’un déplacement parallèle 
du système entier dans l’espace. Considérons donc un déplacement 
infiniment petit &, en imposant la condition que la fonction de La- 
grange reste inchangée. 

On désigne sous le nom de déplacement parallèle une transfor- 
mation dans laquelle tous les points du système se déplacent d’un 
même segment; autrement dit, leurs rayons vecteurs r, — r, — &. 
La variation de la fonction L pour une variation infiniment petite 
des coordonnées (les vitesses des particules étant constantes) est 


donnée par 
ôL 


OTy 


1 


ôL 
ÔL — gr, ra » 
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la sommation étant effectuée pour tous les points matériels du sys- 
tème. & étant arbitraire, la condition ÔL — 0 est équivalente à la 
condition 
OL 
ôry 


— (0. (7,1) 


a 


On a donc, en vertu des équations de Lagrange (5,2): 
d 0L d ôL 
Das on don 
a a 


Nous arrivons ainsi à la conclusion que dans un système mé- 
canique fermé la grandeur vectorielle 


p= y 7 (7,2) 


ÔVa 


reste inchangée lors du mouvement. Le vecteur P est appelé im- 
pulsion! du système. La dérivation de Ia fonction de Lagrange 
(5,1) montre que l'impulsion s'exprime en fonction des vitesses de 
point par 


P=— ŸY MaVae (7,3) 
a 


L'additivité de l’impulsion est évidente. De plus, contrairement 
à l'énergie, l'impulsion d’un système est égale à la somme des 
impulsions 
Pa = MaVa 


des différentes particules, que leurs interactions soient ou non 
négligeables. 

La loi de conservation n’est valable pour les trois composantes 
du vecteur impulsion qu’en l’absence de champ extérieur. Cepen- 
dant, certaines composantes de l'impulsion peuvent se conserver 
individuellement dans un champ, si l’énergie potentielle n’y dépend 
pas de l’une des coordonnées cartésiennes. Lors d’une translation 
le long de l’axe de coordonnées correspondant, les propriétés méca- 
niques du système ne changent évidemment pas, et de la même 
façon, nous voyons que la projection de l'impulsion sur cet axe 
se conserve. Ainsi, dans un champ uniforme dirigé suivant l'axe 
des z, il y a conservation des composantes de l'impulsion le long 
des axes x et y. 

L'égalité (7,1) a par elle-même un sens physique simple. La 


NS oU L : Fa 
dérivée _ — — 3 représente la force F, agissant sur la aïème 
a a 


1 Appelée anciennement quantité de mouvement. 
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particule. L'égalité (7,1) signifie donc que la somme des forces agis- 
sant sur toutes les particules d’un système fermé est égale à 0: 


D F0. (7,4) 


En particulier, dans le cas d’un système composé seulement de deux 
points matériels, F;, <— F, — 0: la force exercée sur la première 
particule par la deuxième est égale, mais opposée à la force exercée 
sur la deuxième particule par la première. Cette affirmation est 
connue sous le nom de loi de l'égalité de l’action et de la réaction. 
Si le mouvement est décrit à l’aide des coordonnées généralisées 
gi, les dérivées de la fonction de Lagrange par rapport aux vitesses 

généralisées 
pi = (7,5) 

Ôq: 


sont appelées alors impulsions généralisées et les dérivées par rap- 
port aux coordonnées généralisées 


7 0gi 
forces généralisées. Les équations de Lagrange s’écrivent alors: 


Dir: (7,7) 


En coordonnées cartésiennes, les impulsions généralisées coïncident 
avec les composantes des vecteurs p,. Mais dans le cas général, les 
grandeurs p; sont des fonctions linéaires homogènes des vitesses 


généralisées q;, ne se ramenant nullement à des produits d’une masse 
par une vitesse. 


Problème 


Une particule de masse 77, animée d’une vitesse v1, passe d’un demi-espace 
dans lequel son énergie potentielle est constante et égale à U;, à un demi-espace 
où cette énergie est aussi constante, mais égale à U,. Déterminer le changement 
de direction du mouvement de la particule. 

Solution. L'énergie potentielle ne dépend pas des coordonnées le long des 
axes parallèles à la surface de séparation des deux demi-espaces. Par suite, la 
projection de l’impulsion de la particule sur cette surface se conserve. Soit vs 
et v: les vitesses de La particule avant et après qu'elle ait franchi la surface de 
séparation, et 6, et 0, les angles formés par ces vitesses avec la normale à la sur- 
face ; nous obtenons: v, sin 6, — v, sin 0,. Mais la relation entre v, et v, est don- 
née par la loi de conservation de l’énergie, d’où finalement : 


sin 6; y 2 
sin, 0 Pom 02h 
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$ 8. Centre d’inertie 


L'impulsion d’un système mécanique fermé a des valeurs diffé- 
rentes dans différents systèmes de référence (galiléens). Si un systè- 
me de référence X” se meut par rapport à un autre système X avec 
une vitesse V, les vitesses v, et v, des particules par rapport à ces 
systèmes sont liées par la relation v, — v,; + V. Par suite, la rela- 
tion entre les valeurs P et P’ de l’impulsion dans ces systèmes est 
donnée par la formule 


P=Y MaVa = D MaVa + V D Ma 
a a a 
OÙ : 
P—P'+V Dm. (8,1) 


En particulier, il existe toujours un système de référence Æ’ 
dans lequel l'impulsion totale s'annule. Posant dans (8,1) P'—0, 
nous trouvons que la vitesse de ce système de référence est égale à 


Ps. ZM Va 
2 Ma En ma ‘ 


Si l’impulsion totale d'un système mécanique est nulle, on dit 
qu'il est au repos par rapport au système de référence correspondant. 
C'est là une généralisation tout à fait naturelle de la notion de repos 
pour un point matériel isolé. La vitesse correspondante V, donnée 
par la formule (8,2), définit alors la vitesse de « mouvement dans 
son ensemble » d’un système mécanique à impulsion non nulle. 
Nous voyons ainsi que la loi de conservation de l’impulsion permet 
de formuler de façon naturelle la notion de repos et de vitesse d’un 
système mécanique dans son ensemble. 

La formule (8,2) montre que la relation entre l’impulsion P et la 
vitesse V d’un système dans son ensemble est la même que la rela- 
tion entre l'impulsion et la vitesse d’un point matériel de masse 
u — 2m, égale à la somme des masses de toutes les particules du 
système. On peut exprimer ce fait en disant que la masse est additive. 

Le second membre de la formule (8,2) peut être représenté com- 
me la dérivée totale par rapport au temps de l'expression 


V — 


(8,2) 


2 Mala 
ZMa 


R — (8,3) 
On peut dire que la vitesse d’un système dans son ensemble est la 
vitesse de déplacement dans l’espace d’un point dont le rayon 
vecteur est donné par la formule (8,3). Ce point est appelé centre 
d'inertie du système. 
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On peut formuler la loi de conservation de l'impulsion d’un 
système fermé en disant que son centre d'inertie est animé d’un 
mouvement rectiligne et uniforme. Sous cette forme, c’est une géné- 
ralisation de la loi de l’inertie, établie au $ 3 pour un point maté- 
riel libre, dont le « centre d'inertie » coïncide avec le point lui-même. 

Lorsque l’on étudie les propriétés mécaniques d'un système 
fermé, il est naturel d'utiliser pour système de référence celui dans 
lequel son centre d'inertie est au repos. On se débarrasse par là 
même du mouvement rectiligne et uniforme du système dans son 
ensemble, qui, en l'espèce, ne présente pas d'intérêt. 

L'énergie d’un système mécanique au repos dans son ensemble 
est habituellement appelée son énergie interne £E;n. Elle renferme 
l'énergie cinétique du mouvement relatif des particules dans le 
système et l’énergie potentielle de leur interaction. Quant à l’énergie 
totale d’un système animé dans son ensemble d’une vitesse V, elle 
peut s’écrire 


2 
ET +Eix. (8,4) 
Bien que cette formule soit évidente par elle-même, donnons-en 
une démonstration directe. 


Les énergies Æ£ et £” d’un système mécanique dans deux systè- 
mes de référence X et K” sont liées par la relation 


1 ; 
Es D mavè +U = 5 S''ma (va + VP+U = 


12 
HE V Somvit D IEE +U 


OÙ : 
E=E'+NP' +. (8,5) 


Cette formule définit la loi de transformation de l'énergie lorsqu'on 
passe d’un système de référence à un autre, de la même façon que, 
pour l'impulsion, cette loi est donnée par la formule (8,1). Si dans 
le système X” le centre d'inertie est au repos, alors P” — 0 et Æ7 — 
— Ent, et nous retrouvons la formule (8,4). 


Problème 


Trouver la loi de transformation de l’action lorsqu'on passe d’un système 
galiléen à un autre. 

Solution. La fonction de Lagrange, égale à la différence des énergies ciné- 
Fit et potentielle, se transforme évidemment selon la formule analogue à 
8,9) : 


L=L'+VP' 4 uy2. 
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Intégrant cette égalité par rapport au temps, on trouve la loi de transfor- 
mation de l’action: 


S == $" RVR'+ + nVès, 


R’ étant le rayon vecteur du centre d'inertie dans le système K’. 


$ 9. Moment cinétique 


Venons-en maintenant à la loi de conservation qui découle de 
l'isotropie de l’espace. 

Cette isotropie signilie que les propriétés mécaniques d’un sys- 
tème fermé ne changent pas lors d’une rotation dans l’espace de ce 
système dans son ensemble. Considérons en effet une rotation infi- 
animent petite du système, et imposons que la fonction de Lagrange 
reste inchangée. 

Nous appellerons vecteur de rotation infiniment petit ôœ le vec- 
teur dont la valeur absolue est égale à l'angle de rotation ô®, et 
dont la direction coïncide avec l’axe de rotation (de telle sorte que 
par rapport à la direction de ô@, la rotation s’effec- 
tue suivant la règle du tire-bouchon). 

Cherchons tout d’abord à quoi est égal l’accrois- 
sement du rayon vecteur mené de l’origine commune 
des coordonnées (placée sur l'axe de rotation) à un 
point quelconque du système. Le déplacement linéaire 
de l’extrémité du rayon vecteur est lié à l'angle par 
la relation 

| ôr | — r sin 0-5 


(fig. 5). Mais la direction du vecteur est perpen- 
diculaire au plan défini par r et ôg. Par suite, il 
est clair que 


Ôr = Ôp x r. (9,1) Fig. 5 


La rotation du système modifie non seulement la 
direction des rayons vecteurs, mais aussi les vitesses de toutes les 
particules, tous les vecteurs se transformant suivant une même loi. 
L’accroissement de la vitesse par rapport au système de coordonnées 
immobile est donc 

ÔV = Ô X v. (9,2) 


Portons cette expression dans la condition d’invariance de la 
fonction de Lagrange lors de la rotation: 


6L= D (5 6re + va) = 0, 


Pa] 
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et remplaçons, par définition, les dérivées —_ par Pa et les déri- 
a 


compte tenu des équations de Lagrange, par Pe- Nous 


vées LL 
Ôra ? 
obtenons alors : 


> (Pa: 89 X ra + Pa: 0P X Va) = 0 


ou, permutant circulairement les facteurs et sortant ô® de sous 
le signe somme : 


d 
ôp D\ (ra X Pa + Va X Pa) = 0P+ D ra X Pa = 0. 


a 


Puisque dœ est arbitraire, il en résulte que 


d 
a Dre X Pa 0, 
a 


autrement dit nous concluons que lors du mouvement d’un système 
fermé, il y a conservation de la grandeur vectorielle 


M — > Ta X Pas (9,3) 


appelée moment cinétique (ou simplement moment) du système. 
L'additivité de cette grandeur est évidente puisque, de même que 
celle de l'impulsion, elle ne dépend pas du fait qu'il y ait ou non 
interaction entre les particules. 

Nous avons ainsi épuisé les intégrales premières additives. 
En résumé, un système fermé possède en tout sept intégrales de ce 
genre : l'énergie, et les trois composantes de chacun des vecteurs 
impulsion et moment. 

Du fait que les rayons vecteurs des particules entrent dans la 
définition du moment, la valeur de celui-ci dépend en général du 
choix de l’origine des coordonnées. Les rayons vecteurs r, et r 
du même point par rapport à des origines placées à une distance a 
sont liés par la relation r, — r,; + a. On a par conséquent : 


M= D ro X Pa = D re X Pa + X À Pa 


ou : 
M—M'+axP. (9,4) 


Cette formule montre que c’est seulement dans le cas où Le système 
dans son ensemble est au repos (c’est-à-dire P — 0) que son moment 
ne dépend pas du choix de l’origine des coordonnées. Il est évident 
que cette indétermination de sa valeur n’influe pas sur la loi de 
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conservation du moment puisque, pour un système fermé, l'impul- 
sion se conserve aussi. 

Etablissons également la formule qui relie les valeurs du moment 
cinétique dans deux systèmes de référence galiléens ÆÀ et Æ”’, dont 
le second est animé par rapport au premier d’une vitesse V. Nous 
supposerons que les origines des coordonnées dans les systèmes Æ 
et K”’ coïincident à l'instant donné. Les rayons vecteurs des particu- 
les dans les deux systèmes sont alors les mêmes, et la relation entre 
les vitesses est v, — va + V. Nous avons donc: 


M= D Mara X Va= À Marta X Va + D Mara X V. 
a a a 


La première somme du second membre est le moment M’ dans le 
système Æ’; introduisant dans la seconde somme le rayon vecteur 
du centre d'inertie donné par (8,3), on obtient 


M=M'uR x V. (9,5) 


Cette formule définit la loi de transformation du moment cinétique 
lorsqu'on passe d’un système de référence à un autre, de la même 
façon que, pour l'impulsion et l'énergie, les lois analogues sont 
données par les formules (8,1) et (8,5). 

Si le système de référence K” est celui dans lequel le système 
mécanique donné est au repos dans son ensemble, V est alors la 
vitesse du centre d'inertie de ce système, et uV, son impulsion 
totale P (par rapport à K). Par suite: 


M=M :RXP. (9,6) 


En d’autres termes, le moment cinétique M d’un système mécanique 
se compose de son « moment propre » par rapport au système de réfé- 
rence dans lequel il est au repos, et du moment R X P lié au mouve- 
ment dont il est animé dans son ensemble. 

Bien que la loi de conservation des trois composantes du moment 
(par rapport à une origine des coordonnées quelconque) ne joue que 
pour un système fermé, elle peut jouer aussi, sous une forme plus 
limitée, pour des systèmes placés dans un champ extérieur. Les 
raisonnements que nous avons faits plus haut montrent avec évi- 
dence qu’il y a toujours conservation de la projection du moment 
sur l’axe par rapport auquel le champ considéré est symétrique; 
par suite, les propriétés mécaniques du système ne changent: pas 
lors d’une rotation quelconque autour de cet axe ; bien sûr, le moment 
doit ici être défini par rapport à un point (origine des coordonnées) 
situé sur ce même axe. 

Le plus important des cas de ce genre est celui d’un champ à 
symétrie centrale, c’est-à-dire d’un champ dans lequel l'énergie 
potentielle dépend seulement de la distance à un point déterminé 
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de l’espace (centre). Il est évident que le mouvement dans un tel 
champ conserve la projection du moment sur tout axe passant par 
le centre. En d’autres termes, il y a conservation du vecteur M 
du moment, celui-ci étant défini non par rapport à un point quel- 
conque de l’espace, mais par rapport au centre du champ. 

Autre exemple: un champ uniforme le long de l’axe z, dans 
lequel il y a conservation de la projection M, du moment, l’origine 
des coordonnées pouvant être choisie de façon arbitraire. 

Remarquons que la projection du moment sur un axe quelconque 
(appelons-le z) peut être obtenue par dérivation de la fonction de 
Lagrange, selon la formule 


ÔL = 
M2 (9,7) 
a Pa 


où la coordonnée œ est l’angle de rotation autour de l’axe. Cela 
ressort clairement de la façon dont nous avons établi la loi de conser- 
vation du moment, mais on peut le vérifier par un calcul direct. 
En coordonnées cylindriques 7, ®, z, nous avons (posant x, — 


= Fa COS Par Ya — la Sin Po): 
M: = Ÿ Ma (Taÿa — Yata) = Ÿ MaraPa- (9,8) 
a a 
D'autre part, avec ces variables, la fonction de Lagrange s'écrit 
1 . C2 e. 
L=- D ma(ra-traga+ 34) —U 
a 
et en la portant dans la formule (9,7), nous retrouvons l’expres- 
sion (9,8). 
Problèmes 
4. Trouver les expressions des composantes cartésiennes et de la valeur 
absolue du moment cinétique d’une particule en coordonnées cylindriques r, ®, z. 
Réponse: 
Mx=—m sin p (r5— 27) — mr2Q cos mp, 
M,,=m cos p (ar — r2) — mrzp sin ®, 
M, — mr, 
M?= m?r?ç? (r2-22)-- m? (rz— 22. 


2. Même question en coordonnées sphériques r, 6, œ. 
Réponse: 


Mx= —mr? (Ô sin p+-psin 0 cos 0 cos æ), 


M, =mr? (à cos p—psin 6 cos 0 sin œ), 
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M,=mr?sin? 6.®, 


M?=— m?r4 (62 + sin? 6.p?). 

3. Indiquer les composantes de l'impulsion P et du moment M qui se 
conservent lors d’un mouvement dans les champs suivants: 

a) Champ d’un plan homogène infini. 

Réponse : P,, Py, M, (le plan infini étant le plan x, y). 

b) Champ d'un cylindre homogène infini. 

Réponse: M,, P, (axe du cylindre : z). 

c) Champ d’un prisme homogène infini. 

Réponse : P, (arêtes du prisme parallèles à l’axe z). 

d) Champ de deux points. 

Réponse : M, (les points sont situés sur l'axe 2). 

e) Champ d'un demi-plan homogène infini. 

Réponse : P,, (le demi-plan infini étant la partie du plan zx, y, limitée par 
l'axe y). 

f) Champ d’un cône homogène. 

Réponse : M, (axe du cône : z). 

g) Champ d'un tore circulaire homogène. 

Réponse : M, (axe du tore : z). 

h) Champ d’une hélice cylindrique homogène infinie. 

Solution. La fonction de Lagrange ne change pas lors d’une rotation d’un 
angle Ôp autour de l'axe de l’hélice (axe z) et d’une translation simultanée le 


long de cet axe sur une distance 2-6 (h pas de l’hélice). Par suite, 


0L OL sh . 
be + bp (Be mit Me) 60, 
d’où 
h 
M;+-iP,=0Cte. 


$ 10. Similitude mécanique 


La multiplication de la fonction de Lagrange par un facteur 
constant quelconque ne change évidemment pas les équations du 
mouvement. Grâce à cette circonstance (déjà notée au $ 2) il est 
possible, dans de nombreux cas importants, de tirer plusieurs 
conclusions quant aux propriétés du mouvement, sans intégrer 
concrètement les équations. 

C'est le cas par exemple lorsque l'énergie potentielle est une 
fonction homogène des coordonnées, c’est-à-dire une fonction satis- 
faisant à la condition 


(RE LA Re 2 D PRE à 0 a U (4, os +. , Fn), (10,1) 


où a est une constante quelconque, et le nombre k le degré d’homo- 
généité de la fonction. 
Effectuons la transformation par laquelle, lorsque les coordon- 
nées varient à fois, le temps varie simultanément (B fois) : 
Ta > Ta, t —> Bé. 
3—640 
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, dr ; ÿ 2 : 
Toutes les vitesses Va= varient alors œ/B fois, et l'énergie 


cinétique æ&?/B? fois. L'énergie potentielle est multipliée par a". 
Si æ& et B sont liés par la condition 
R 
=", c'est-à-dire B=« 2, 
alors, par cette transformation, la fonction de Lagrange tout entière 
est multipliée par le facteur constant a*, c'est-à-dire que les équa- 
tions du mouvement restent inchangées. 

Faire varier un même nombre de fois toutes les coordonnées 
des particules signifie passer de certaines trajectoires à d'autres, 
géométriquement semblables aux premières, et n’en différant que 
par leurs dimensions linéaires. Nous sommes amenés ainsi à la con- 
clusion suivante: si l'énergie potentielle d’un système est une 
fonction homogène du kïième degré des coordonnées (cartésiennes), 
les équations du mouvement admettent des trajectoires géométri- 
quement semblables ; tous les temps du mouvement (entre les points 
correspondants des trajectoires) sont alors dans le rapport 

t' l oi 
où L’/l est le rapport des dimensions linéaires de deux trajectoires. 
Comme les temps, les valeurs des diverses grandeurs mécaniques 
aux points correspondants des trajectoires et aux instants correspon- 
dants sont aussi des puissances déterminées du rapport {’/l. Ainsi, 
pour les vitesses, les énergies et les moments, on a: 
k 


Le (D (D 4 Fe con 


Prenons quelques exemples. 

Comme nous le verrons plus loin, dans le cas des petites oscilla- 
tions, l'énergie potentielle est une fonction quadratique des coor- 
données (k --: 2). La formule (10,2) montre que la DÉLIOUE de ces 
oscillations ne dépend pas de leur amplitude. 

Dans un champ de forces homogène l'énergie potentielle est une 
fonction linéaire des coordonnées [voir (5,8)], c’est-à-dire 4 - 1. 
De (10,2) on tire 

t’ L' 


Er E 


Il s'ensuit par exemple que pour la chute d’un corps dans un champ 
de pesanteur, les carrés des temps de chute sont dans le même rap- 
port que les hauteurs initiales. 
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Lors de l’attraction newtonienne de deux masses, ou de l’inter- 
action coulombienne de deux charges, l'énergie potentielle est 
inversement proportionnelle à la distance entre les particules; 
autrement dit, elle est une fonction homogène de degré k — —1. 
Dans ces cas: 

fl" \% 
= | l 


et nous pouvons dire par exemple que les carrés des temps de révo- 
lution de corps sur leurs orbites sont proportionnels aux cubes des 
dimensions de celles-ci (troisième loi de Kepler). 

Si le mouvement d’un système dont l'énergie potentielle est 
une fonction homogène des coordonnées s’effectue dans une région 
limitée de l’espace, il existe une relation très simple entre les va- 
leurs moyennes dans le temps des énergies potentielle et cinétique; 
cette relation est connue sous le nom de fhéorème du viriel. 

Puisque l'énergie cinétique T est une fonction quadratique des 
vitesses, on a d’après le théorème d'Euler sur les fonctions homo- 


gènes : 
ÔT 
D av, Ye=2T, 
a 
. : ï | ÔT 
ou, en introduisant les impulsions = Pa: 
a 
d . 
2T = > PaVa — pre (> Pare) = y TaPa. (10,4) 
a a a 


Prenons la moyenne de cette égalité dans le temps. On appelle 
valeur moyenne d’une fonction quelconque du temps f(f) la gran- 
deur 

T 


F= lim © (t) dt. 
ti: 


Il est facile de voir que si f (t) est la dérivée par rapport au temps 


(= +0 d'une fonction F(t) bornée (c'est-à-dire ne prenant 
pas de valeurs infinies), sa valeur moyenne s’annule. En effet, 
T 
PRET Fe dF. Lu F(—EF (0) 
CS 


Supposons qu'un système soit en mouvement dans une région 
finie de l’espace, avec des vitesses ne tendant pas vers l'infini. 


Alors la grandeur » r PA est bornée, et la valeur moyenne du pre- 


a 


3% 
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mier terme du second membre de l'égalité (10,4) s'annule. Rempla- 
çant par ailleurs, conformément aux équations de Newton, p, par 


Le , nous obtenons ! 
a 


T=Vr Re | (10,5) 


Si l'énergie potentielle est une fonction homogène du k£!°"%* degré 
de tous les rayons vecteurs r;, l'égalité (10,5) donne d’après le 
théorème d’Euler la relation cherchée : 


27 = EU. (10,6) 


Puisque T+UÜ—É-E, on peut écrire la relation (10,6) sous 
les formes équivalentes 


g =" 


ÉrT=: te (40,7) 
où Ü et T sont exprimés en fonction de l'énergie totale du système. 
En particulier, pour des petites oscillations (4 — 2), nous avons 


T=U, 
c'est-à-dire que les valeurs moyennes des énergies potentielle et 
cinétique coincident. Pour l'interaction newtonienne (4— —1): 


2T = —Ù. 
Ici E——T, ce qui correspond au fait que pour ce genre d’inte- 


raction, le mouvement ne s'effectue dans une région finie de l’es- 
pace que lorsque l’énergie totale est négative (voir $ 15). 


Problèmes 


1. Deux points de masses différentes et de même énergie potentielle se 

déplacent sur des trajectoires identiques, trouver le rapport des temps. 
Réponse : 

t’ m' 


LÉ m 


2. Trouver les valeurs des temps pour un mouvement sur des trajectoires 
identiques lorsqu'on multiplie l'énergie potentielle par un facteur constant. 
Réponse : ee 
t’ U 


eg V Tr: 


1 L'expression du second membre de (10,5) est parfois appelée viriel du 
système. 


CHAPITRE lIIl 
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‘$ 11. Mouvement linéaire 


Le mouvement d’un système à un degré de liberté est dit linéaire. 
La forme la plus générale de la fonction de Lagrange d’un tel système, 
placé dans des conditions extérieures constantes, est: 


L= + a (g) a? —U (a) (41,1) 


où a(qg) est une tonction de la coordonnée généralisée g. En par- 
ticulier si g est une coordonnée cartésienne (appelons-la x) 


L=— 


PEU (x). (11,2) 


Les équations du mouvement correspondant à ces fonctions de 
Lagrange s’intègrent sous leur forme générale. Il n’est même pas 
nécessaire d'écrire l'équation du mouvement elle-même, il suffit, 
de partir de son intégrale première, c’est-à-dire de l'équation qui 
exprime la loi de conservation de l'énergie. Aïnsi, pour la fonction 
de Lagrange (11,2), nous avons: 


L] 
ma? 


2 


+U(x)=E. 
C'est une équation différentielle du premier ordre qui s'intègre 
par séparation’ des variables. On a: 


y EU, 


d’où 


m dx 
= + \ ete (11,3) 
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Les deux constantes arbitraires de la solution de l'équation du 
mouvement sont représentées ici par l'énergie totale Æ et la cons- 
tante d'intégration Cte. 

Puisque l'énergie cinétique est une grandeur essentiellement 
positive, lors du mouvement l'énergie totale est toujours supé- 
rieure à l'énergie potentielle, c'est-à-dire que le mouvement ne 
peut s'effectuer que dans les régions de l’espace où U (x) < E. 

Supposons, par exemple, que la fonction U (x) a la forme repré- 
sentée sur la fig. 6. Si nous menons une droite horizontale qui cor- 
respond à la valeur donnée de l’énergie totale, nous voyons tout 


Fig. 6 


de suite quels sont les domaines possibles du mouvement. Ainsi, 
dans le cas de la fig. 6, le mouvement ne peut s'effectuer que dans 
la région AB ou dans la région située à droite de C. 

Les points où l'énergie potentielle est égale à l'énergie totale 


U(x)=E (11,4) 


déterminent les limites du mouvement. Ce sont des « points d'arrêt » 
puisque la vitesse s’y annule. Si le domaine du mouvement est 
limité par deux de ces points, le mouvement s'effectue dans une 
région limitée de l’espace; on dit alors qu'il est fini. Mais si le 
domaine du mouvement est illimité ou limité seulement d’un côté, 
le mouvement est dit infini, la particule s'éloigne à, l'infini. 

Un mouvement linéaire fini est dit oscillatoire: la particule 
effectue un mouvement qui se répète périodiquement entre deux 
limites (sur la fig. 6, dans la « cuvette de potentiel » AB entre les 
points x, et x2). Compte tenu de la propriété générale de réversibilité 
(p. 16-17), le temps mis pour aller de x, à x, est égal au temps mis 
pour retourner de x> à x. Par suite, la période des oscillations 7, 
c'est-à-dire le temps pendant lequel le point va de x, à x, et retour, 
est égale au double du temps nécessaire pour parcourir le segment 
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ZiTo, Soit d’après (11,3) 
xo(E) à 


où les limites x, et x; sont les racines de l’équation (11,4) pour la 
valeur donnée de Æ. Cette formule détermine la période du mouve- 
ment en fonction de l’énergie totale de la particule. 


Problèmes 


1, Déterminer la période des oscillations d’un pendule mathématique plan 
(point »: à l'extrémité d’un fil de longueur Z dans un champ de pesanteur) en fonc- 
tion de leur amplitude. 

Solution. Energie du pendule: 


202 
E — ie —mglcos p= — mgl Cos Fo, 


où + est l'angle dont le fil s'écarte de la verticale, et po l'angle d’écart maxi- 
mum. Calculant la période comme le quadruple du temps mis pour aller de 
0 à fo, nous trouvons : 


— 90 Fe 
À 0 V/cos ç— cos Po SE Vs £ SUR 
D 


ee 


Posant sin Æ / sin À = sin : &, cette intégrale devient 
T=4 x (=  ) 
£ 2 
où 
VISE à ETE 
ie est une intégrale elliptique complète de première espèce. Si sin À 
= 0 1 (petites ea: le développement de la fonction Æ (k) donne : 


P= mA Li qe me 


Le premier terme de ce nr correspond à une formule élémentaire 
connue. 

2. Déterminer la période des oscillations en fonction de l'énergie, lors du 
mouvement d'une particule de masse m dans un champ où l'énergie potentielle 
est: 
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a) U=A]z}1. 
Réponse : 
1/n 14 1 
(E /A) + 
dx 2V2mE" 2? dy 
; ) VE AM VI 


Posant y"—u, l'intégrale se ramène à ‘lune intégrale eulérienne PB, qui 
s'exprime à l’aide des fonctions T': 


La relation entre 7 et Æ correspond à la loi de similitude mécanique (10,2) 
et (10,3). 
Uo 


b) or —U<E <10. 
Réponse : 
1 Vèm 


Tam" —— 
a VIE] 
c) U—=Uptg? ar. 
Réponse : 
n V2m 


« VE+Uos 


$ 12. Définition de l'énergie potentielle en fonction de la 
période des oscillations 


Considérons la question suivante: dans quelle mesure peut-on 
retrouver l'énergie potentielle U (x) d’un champ dans lequel une 
particule est animée d’un mouvement oscillatoire, la période T 
de ce mouvement étant une fonction connue de l’énergie £. Au point 
de vue mathématique il s’agit de résoudre l'équation intégrale (11,5), 
dans laquelle U (x) est considérée comme fonction inconnue, et 
T (£) comme fonction connue. 

Nous supposerons tout d’abord que la fonction cherchée U (x) 
n’a, dans la région de l’espace considérée, qu’un seul minimum, 
laissant de côté la question de savoir s’ilipeut exister des solutions 
de l’équation intégrale ne satisfaisant pas à cette condition. Pour 
simplifier, choisissons pour origine des coordonnées le minimum 
de l’énergie potentielle et posons la valeur de celle-ci en ce point 
égale à zéro (fig. 7). 

Transformons l'intégrale (11,5) en considérant la coordonnée x 
comme une fonction de U. La fonction x (U) n’est pas uniforme: 
à chaque valeur de l'énergie potentielle correspondent deux valeurs 
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différentes de x. Par conséquent, l'intégrale (11,5), dans laquelle 
nous remplaçons dx par ee dU, devient une somme de deux inté- 
grales : de x = x, à x — 0 et de x — 0 à x — x2; nous désignerons 


Fig. 7 


la dépendance de x par rapport à U dans ces deux domaines respec- 
tivement par x = x (U) et x = x (U). 


Les limites d'intégration par rapport à dU seront évidemment 
E et 0, de sorte LS a 


0 
dro(U)  dU d(U) du 
n=Vr KE VE ve Vin er 


VA \[E pee. 


Divisons les deux membres de cette égalité par Va—E#Æ, où « 
est un paramètre, et ne) par rapport à £ de 0 à a: 


(ane T(E)dE, V5 ii de (U)Y (dx (U) dU dE 
Va—E au dÛU |V{a—E)(E—-0) 
Le en changeant ne des intégrations: 
: 
ES Gr eu ‘dxs (U) | dE 
Fes Va— 2 ñ | au ) VTa—E)(E—0) ‘ 
Le calcul de l'intégrale par rapport à dE est élémentaire: 


elle est égale à x. L'intégration par rapport à dU est alors 
triviale et donne : 


LEE a VIe (a) — 2 (a) 
0 
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(on a tenu compte que x:(0)—zx;, (0) —0). Remplaçant mainte- 
nant à« par Ü on trouve finalement 
U 


1 T(E) dE 
eU)-aU)=— 7 rer Le (12,1) 

Ainsi, à partir de la fonction connue 7 (ÆE), on détermine la dit- 
férence z2 (U) — x, (U). Les fonctions x> (U) et x, (U) elles-mêmes 
restent indéterminées. Cela signifie qu’il existe une infinité de 
<ourbes U — U (x) qui conduisent à la relation donnée entre la 
période et l’énergie, et qui diffèrent les unes des autres par des défor- 
mations qui ne changent pas la différence entre les deux valeurs 
de x correspondant à une même valeur de U. 

La multiplicité des solutions disparaît si l’on pose pour condi- 
tion que la courbe U — U (x) soit symétrique par rapport à l'axe 
des ordonnées, c’est-à-dire que l’on ait: 


tzo(U) = — x (0) = x (U). 


Dans ce cas la formule (12,1) donne pour x(U/) une expression 
univoque : 


1 ( T (Ë)dE 


HO md Vus: 


(12,2) 
0 


$ 13. Masse réduite 


Le problème très important du mouvement d’un système com- 
posé de deux particules réagissant l’une sur l’autre (« problème des 
deux corps ») admet une solution générale complète. 

Pour résoudre ce problème nous allons tout d’abord montrer 
qu’on peut le simplifier considérablement, en décomposant le mou- 
vement du système en deux mouvements: celui du centre d'inertie, 
et celui des points par rapport à ce dernier. 

L'énergie potentielle d'interaction de deux particules dépend 
uniquement de la distance entre elles, c’est-à-dire de la valeur abso- 
lue de la différence entre leurs rayons vecteurs. D'où la fonction 
de Lagrange du système : 


—U (ri—r). (15,1) 
Soit 
E=r— Tr 


le vecteur de la distance qui sépare les deux points, et plaçons 
l'origine des coordonnées au centre d’inertie, ce qui donne 


mir: + Moro — 0. 
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Des deux dernières égalités on tire 


np, po (13,2) 


Mit Mo mA Mo 


Portant ces expressions dans (13,1) on a: 


mr? 
L= SU (r), (13,3) 
où 
_. Mama 
Te CAE) 


désigne une grandeur appelée masse réduite. La fonction (13,3) 
coïncide formellement avec la fonction de Lagrange d’un point 
matériel de masse m en mouvement dans un champ extérieur U (r) 
symétrique par rapport à l’origine immobile des coordonnées. 

De cette façon le problème du mouvement de deux points maté- 
riels qui réagissent l’un sur l’autre se ramène à celui du mouvement 
d'un point dans un champ extérieur donné U (r). Pour la solution 

— r({) de ce problème, les trajectoires r,; — r4 (£) et r> — ro (6) 
de chacune des particules m, et m2, prises séparément (par rapport 
à leur centre d'inertie commun) s’obtiennent d’après les formu- 
les (13,2). 


Problème 


Un système est composé d’une particule de masse M et de n particules de 
même masse m. Eliminer le mouvement du centre d'inertie et ramener le problè- 
me à celui du mouvement des n particules. 

Solution. Soit R le rayon vecteur de la particule M et R, (a — 1,2, ...,n) 
les rayons vecteurs des particules de masse m. Introduisons les distances de la 
particule M aux particules m : 


Ta—=R;—R 
et plaçons l’origine des coordonnées au centre d'inertie : 
MR+m SR —0. 
a 
De ces égalités on tire : 
R— Dee S'ro  Ra=R+Ta. 
a 


Substituant ces expressions dans la fonction de Lagrange 


PER +7 7 S'R— CU. 
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nous obtenons : 


. 2 . 
L=— > RAT Een (> fa) —U. 
Li a 


L'énergie potentielle ne dépend que des distances entre les particules et 
peut donc être représentée comme une fonction des vecteurs ro. 


$ 14 Mouvement dans un champ central 


En ramenantle problème du mouvement de deux corps à celui 
d’un seul, nous avons été conduits à la question suivante: détermi- 
ner le mouvement d’une particule dans un champ extérieur où son 
énergie potentielle dépend seulement de la distance r à un point 
immobile donné; un tel champ est dit central. La force 


pt). _ dr 


em —— ——— — 


agissant sur la particule ne dépend elle aussi, en valeur absolue, 
que de r, et est en chaque point dirigée suivant le rayon vecteur. 

Comme on l’a vu au $ 9, un mouvement dans un champ centra} 
conserve le moment du système par rapport au centre du champ. 
Pour une particule ce moment est 


M=—rxp. 


Puisque les vecteurs M et r sont perpendiculaires entre eux, 
la constance de M signifie que pendant tout le mouvement de la. 
particule son rayon vecteur reste dans un même plan, perpendicu- 
laire à M. 

Ainsi, la trajectoire du mouvement d’une particule dans un 
champ central est contenue tout entière dans un plan. Introduisant 
les coordonnées polaires r, œ, écrivons la fonction de Lagrange sous 
la forme (cf. (4,5)): 


Le (r+r2ç2)—U (r). (14,1) 


Cette fonction ne contient pas de façon explicite la coordonnée q. 
On appelle coordonnée cyclique 1 toute coordonnée généralisée g;, 
qui n’entre pas explicitement dans la fonction de Lagrange. L’équa- 
tion de Lagrange donne pour cette coordonnée : 


a Lo 
dt dd: 04; ! 


c'est-à-dire que l'impulsion généralisée qui lui correspond p; — 
— dL/ôq; constitue une intégrale première. De ce fait, lorsqu'il 


1 Ou secondaire : les autres paramètres sont dits principaux (N. d. T). 
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existe des coordonnées cycliques, le problème de l'intégration des 
équations du mouvement se trouve considérablement simplifié. 
Dans le cas envisagé l'impulsion généralisée 


Po = MT? 
coïncide avec le moment M,—M (voir (9,6))}, de sorte que nous 
retrouvons la loi de conservation du moment que nous connaissons 
déjà 
M = mrÈp = Cte. (14,2) 


Remarquons que pour le mouvement plan d’une particule dans 
un champ central, cette loi admet une interprétation géométrique 


9 = 


Fig. 8 


LA La Â Lé Li 
simple. L'expression STE dœ se présente comme l'aire du secteur 


formé par les deux rayons vecteurs infiniment voisins et l’élé- 
ment d'arc de la trajectoire (fig. 8). En désignant cette surface 
par df, nous écrirons le moment de la particule 


M = 2mf, (14,3) 


où la dérivée f est appelée vitesse arévlaire. La conservation du 
moment entraîne donc la constance de la vitesse aréolaire: pendant 
des intervalles de temps égaux le rayon vecteur d’un point mobile 
balaye des aires égales (seconde loi de Kepler 1). 

Le plus simple pour obtenir la solution complète du problème 
du mouvement d’une particule dans un champ central est de partir 
des lois de conservation de l'énergie et du moment, sans écrire 


les équations du mouvement elles-mêmes. En exprimant œ@ en fonc- 
tion de M d’après (14,2) et portant cette valeur dans l'expression 


1 On appelle quelquefois intégrale des aires la loi de conservation du mo- 
ment pour une particule en mouvement dans un champ central. 
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de l’énergie, nous obtenons: 


. . *9 A2 
Er) EU (ne tone tU 0). (144 
D'où 
* d 79 : M? 
r=r= LE T Mess (14,5) 
soit, en séparant les variables et intégrant : 
àr 


V HR UE-U0I- Ex 


Ecrivons ensuite (14,2) sous la forme 


exprimons dt d’après (14,5) et Se il VERS 


M Gr 


ere: TE + Cte. (14,7) 
PTE EU (2 


Les formules (14,6) et (14,7) donnent la solution générale du 
problème posé. La seconde définit la relation entre r et p, c’est-à- 
dire l’équation de la trajectoire. La formule (14,6), elle, détermine 
de façon implicite la distance r du point mobile au centre en fonction 
du temps. Remarquons que l’angle œ varie toujours avec le temps 


de façon monotone : d’après (14,2) il est clair en effet que @ ne change 
jamais de signe. 

L'expression (14,4) montre qu’on peut considérer la partie 
radiale du mouvement comme un mouvement linéaire dans un champ 
doué d’une énergie potentielle « efficace » 


M2 
Ur =U (+5 - (14,8) 


La grandeur M?/2mr° est l’énergie centrifuge. Les valeurs de r pour 
lesquelles 


U(n+-=E (14,9) 


déterminent les limites du domaine du mouvement suivant la 
distance au centre. Lorsque l’égalité (14,9) a lieu la vitesse r s’annule. 
Cela ne signifie pas que la particule s’arrête (comme pour un mou- 
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vement linéaire véritable), puisque la vitesse angulaire @ ne s’annu- 


le pas. L'égalité r — 0 désigne un « point de rebroussement » de la 
trajectoire, où la fonction r (t) de croissante devient décroissante, 
ou inversement. 

Si le domaine de variation possible de r est limité par la seule 
condition Fr > Tmin, le mouvement de la particule est infini: sa 
trajectoire commence à l'infini et s’en va à l'infini. 

Si le domaine de variation de r a deux limites rnin €t max 1e 
mouvement est fini, et la trajectoire est contenue tout entière à 
l'intérieur d’un anneau limité par les cercles r — rinax et 7 = rain. 
Cela ne signifie pas cependant que la trajectoire est obligatoirement. 
une courbe fermée. Pendant le temps que met r à varier de riax 
à liuin. PUIS à max, le rayon vecteur tourne d’un angle Ac égal 
d'après (14,7) à 


Tmax 


Aç = 2 (14,10) 


V 2m EU) -T 
"min 

Pour que la trajectoire soit fermée il faut et il suffit que cet. 
angle soit une fraction rationnelle de 2x, c’est-à-dire ait la forme 
Ag — 2x m/n, où m et n sont des nombres entiers. Alors, en effet, 
après r répétitions de cette période de temps, le rayon vecteur du 
point, ayant fait m tours complets, reprendra sa valeur initiale, 
c’est-à-dire que la trajectoire sera fermée. 

Des cas de ce genre sont cependant exceptionnels, et pour une: 
forme quelconque de U (r) l'angle A n’est pas une fraction ration- 
nelle de 2r. C’est pourquoi, en général, la trajectoire d’un mouve- 
ment fini n’est pas fermée. Elle passe une infinité de fois par les. 
distances maximum et minimum (comme par exemple sur la fig. 9), 
et au bout d’un temps infini elle remplit tout l’anneau compris: 
entre les deux cercles. 

Il n’existe que deux types de champs centraux dans lesq uels 
toutes les trajectoires de mouvements finis sont fermées. Ce sont 
les champs où l'énergie potentielle de la particule est proportion- 


, 1 < : È 2 . 
nelle à — ou à r?. Le premier de ces cas sera envisagé dans le prochain 


paragraphe, et le deuxième correspond à ce qu’on appelle un oscil- 
lateur spatial (voir problème 3, $ 23). 

Au point de rebroussement, la racine carrée dans (14,5) (e* par 
la même occasion les expressions sous le signe somme dans (14,6) 
et (14,7)) change de signe. Si on compte l’angle @ à partir de la 
direction du rayon vecteur mené au point de rebroussement, les 
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segments de trajectoires adjacents à ce point de chaque côté ne 
différeront que par le signe de œ pour toutes les valeurs identiques 
de r; cela signifie que la trajectoire est symétrique par rapport à la 
direction indiquée. Partant par exemple de l’un des points r — roax, 
nous suivons la trajectoire jusqu’au point 7 — rmin, après quoi nous 
avons une même portion de trajectoire disposée symétriquement 
jusqu'au point 7 — max Suivant, etc., c’est-à-dire que toute la 
trajectoire s’obtient en répétant à l'aller et au retour les mêmes 


en nm cu, 


portions. Cela concerne également les trajectoires infinies formées 
de deux branches symétriques allant du point de rebroussement 
lin à l'infini. 

L'existence d’une énergie centrifuge (pour un mouvement tel 
que M - 0) tendant vers l'infini comme 1/r° lorsque r + 0, con- 
duit généralement à l'impossibilité pour les particules en mouve- 
ment de pénétrer jusqu’au centre du champ même si celui-ci est 
par lui-même un centre d'attraction. La « chute » d’une particule 
au centre n’est possible que si l'énergie potentielle tend suffisam- 
ment vite vers — co quand r + 0. De l'inégalité 


mr? 


2 


M2 
=E-U (20 
ou 

RU (r) + < Er? 
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il résulte que r ne peut prendre des valeurs tendant vers zéro 
que si 


lim rU (n<-%, (14,14) 
r—0 


2m 
c'est-à-dire que U(r) doit tendre vers —o soit comme —«/r? 


2 
avec a >> — soit proportionnellement à avec n >> 2. 


rt 


Problèmes 


1. Intégrer les équations du mouvement d’un pendule sphérique : point ma- 
tériel »# se déplaçant sur la surface d’une sphère de rayon / dans le champ de 
pesanteur. 

Solution. En coordonnées sphériques (origine au centre de la sphère et axe 
polaire dirigé verticalement vers le bas) la fonction de Lagrange du pendule est 


ml? à e ° 
L= LE (82+sin? 6 .p2) + mgl cos 0. 


La coordonnée ® est cyclique, il y a donc conservation de l'impulsion géné- 
ralisée pe, que coïncide avec la composante suivant z du moment : 


ml? sin? 0.9—M,=— Cte. (1) 
L'énergie est 
ml? » | . ml202 M2 
= (02 sin? 0.q2)— PR D NE Rd Re 
E 5 (82- sin? 0-g2)—/mgl cos 8 5 T'Hnlésint0 mgl cos 0. (2) 
Tirant de là 6 et séparant les variables, nous obtenons : 
dO 


… mi? 


où l’on a introduit l’« énergie potentielle efficace » 


M2 


Üort O)=5 anse "68! cos 0. 
Pour l’angle q@ on a d’après (1): 
M d 
[V2 sin? 0 VE —Uerr (6) 


Les intégrales (3) et (4) se ramènent à des intégrales elliptiques respectivement 
de première et de troisième espèces. 

Le domaine du mouvement pour l’angle 6 est défini par la condition E > 
> Uerr ct ses limites, par l'équation £ = Ur. Cette dernière est une équation 
du troisième degré en cos 6, ayant deux racines dans l'intervalle compris entre 
—1 et +1; ces racines déterminent la position de deux cercles parallèles sur la 
sphère, entre lesquels est comprise toute la trajectoire. 

2. Intégrer les équations du mouvement d’un point matériel se déplaçant 
sur la surface d’un cône (angle au sommet égal à 2x), placé verticalement, le som- 
met en bas, dans le champ de pesanteur. 


4—640 
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Solution. En coordonnées sphériques (origine au sommet du cône et axe 
polaire dirigé verticalement vers le haut) la fonction de Lagrange est 


ve 
2 


La coordonnée q est cyclique de sorte qu'il y à de nouveau conservation de 


L=— (r2 + r? sin? @-p?)— mgr cos ”. 


M, =mr? sin? à-. 
Energie : 
: 2 
mr? Mz 


So Ponant MECS 


E = 


De la même manière que dans le problème n° 1, on trouve 


dr 
t SE dons eme 
=\ ge ee , 


2 
V ea [E —Uefr (r)] 
_ M, ( dr 
sin?a V2m dr? VE Dar) 


M2 


Fmrsineg | "87 COS 


Uert (r)= 


La condition £ = Uëefr (r) est (pour M, & 0) une équation du troisième 
degré en r ayant deux racines positives; ces racines déterminent la position de 
deux cercles horizontaux sur la surface du cône, entre lesquels est comprise la 
trajectoire. 

3. Intégrer les équations du mouvement d’un pendule plan dont le point 
suspension (de masse m1) est susceptible de se déplacer horizontalement (voir 
ig. 2). 

É Solution. Dans la fonction de Lagrange trouvée au problème n° 2? du para- 
graphe 5, la coordonnée x est cyclique. Par suite, il y a conservation de l’impul- 
sion généralisée P, qui coïncide avec la composante horizontale de l'impulsion 


totale du système : 
Px= (mme) z-t molp cos p— Cte. (1) 


On peut toujours considérer le système comme étant au repos dans son 
ensemble ; alors Cte—0, et l'intégration de l'équation (1) donne 


(ma mo) x + mol sin p — Cte, (2) 


relation qui exprime l'immobilité du centre d'inertie du système dans la 
direction horizontale. A partir de (1) on obtient l'énergie sous la forme 


me ( — "2 cost ) — 
E = 5 1 ee 0] mogl cos . (3) 


1 me ( mtmpsin?® ; 
: 2 (m4 + me) E + mogl cos 
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En exprimant à l’aide de (2) les coordonnées x» = x + l sin p, y: = l'cos® 
de la particule m2 en fonction de ®, on trouve que la trajectoire de cette particule 


â , Û , . . . l 
se présente sous la forme d’une portion d’ellipse de demi-axe horizontal ere 
1 2 
et de demi-axe vertical L. Lorsque m1 > œ, nous retrouvons le pendule mathé- 
matique habituel, oscillant suivant un arc de cercle. 


$ 15. Le problème de Kepler 


L'exemple le plus important de champ central est celui d’un 
champ dans lequel l'énergie potentielle est inversement proportion- 
nelle à r et, respectivement, les forces sont inversement proportion- 
nelles à r?. C’est le cas par exemple du champ de gravitation newto- 
nien et du champ électrostatique de Coulomb ; le premier est, comme 
on le sait, un champ d'attraction, et le second peut être aussi bien 
un champ d'attraction que de répulsion. 

Considérons d’abord un champ d'attraction, dans lequel 

œ 
Vas (15,1) 
la constante «œ& étant positive. La représentation graphique 
de l'énergie potentielle «efficace » 
(02 M? 
Uetr= mr 2mr2 (15,2) 
a la forme indiquée sur la fig. 10. Lorsque r—0 elle tend 
vers —oo, et lorsque r—> elle tend vers zéro par valeurs 


r è M? ne A : 
négatives ; quand r — elle passe par un minimum égal à 


a 
2m 
(Uett}min = — 53e : (45,3) 


Il est évident d’après la courbe que pour £ = 0 le mouvement 
de la particule sera infini, et fini pour £ < 0. 
La forme de la trajectoire est donnée par la formule générale 


(14,7). En y posant U — — _ et effectuant une intégration élémen- 


taire, nous obtenons 
M ma 
M 


ne 
] / mo? 


Choisissons l'origine des angles œ@ de telle sorte que Cte—0 
et introduisons les notations 


= arccos - Cte. 


M? . 2EM? 
P=er CV 1e » (15,4) 


A*% 
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nous écrirons alors la formule de la trajectoire sous la forme 

e — À + e cos y. (15,9) 
C'est l'équation d’une section conique ayant son foyer à l'origine 
des coordonnées, p et e sont appelés respectivement le paramètre 
et l’excentricité de l'orbite. Le choix de l’origine de est tel, comme 
on le voit d'après (15,5), que le point pour lequel ® — 0 soit le plus 
près possible du centre (ce point est appelé périhélie de l'orbite). 


Ueff 


Fig. 10 Fig. 11 


Dans le problème équivalent de deux corps interagissant l’un 
sur l’autre suivant la loi (15,1), l’orbite de chacune des particules 
est également une section conique dont le foyer se trouve à leur 
centre d'inertie commun. 

Il est clair d’après (15,4) que si £ < 0 l’excentricité e < 1, 
c'est-à-dire que l'orbite est une ellipse (fig. 11) et le mouvement, 
comme nous l’avons dit au début du paragraphe, est fini. Selon 
les formules connues de la géométrie analytique les grand et petit 
demi-axes de l’ellipse sont 


. P _. M 
Vi 2 V2nIE! ° 


La plus petite valeur possible de l'énergie coïncide avec (15,3), 
et on a e — 0, c’est-à-dire que l’ellipse se réduit à un cercle. Il est 
à noter que le grand demi-axe de l’ellipse dépend seulement de 
l'énergie (mais non du moment) de la particule. Les distances maxi- 


P œ b 


PTT ET TIE 


(15,6) 
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mum et minimum au centre du champ (foyer de l’ellipse) sont 


Fin pe @(l—e), rmax patte). (15,7) 

Ces expressions (avec a et e tirés de (15,6) et (15,4)) pourraient évi- 

demment être obtenues directement comme racines de l'équation 
UÜort (r) = 

Il est commode de déterminer le temps de révolution sur l’orbite 

elliptique, c’est-à-dire la période du mouvement T, à l’aide de la 


Fig. 12 


loi de conservation du moment sous la forme de l’« intégrale des 
aires » (14,3). Intégrant cette égalité par rapport au temps de zéro 
à T, il vient: 

2mf = TM, 


où f est la surface de l’orbite. Pour l’ellipse f— nab, et à l’aide 
des formules (15,6) on obtient : 


T — 2na’/2 = = 14 Var à (15,8) 


Le fait que le carré de la période doit être proportionnel au cube 
des dimensions linéaires de l’orbite a déjà été indiqué au paragraphe 
10. Notons encore que la période dépend seulement de l’énergie de 
la particule. 

Pour £ > 0 le mouvement est infini. Si £ =0 l’excentricité 
e > 1, c’est-à-dire que la trajectoire est une hyperbole, qui contour 
ne le centre du champ (foyer), comme cela est indiqué sur la fig. 12. 
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La distance du périhélie au centre est 


où 
p a 
A1 2 


est le « demi-axe » de l’hyperbole. 

Dans le cas où E — 0 l’excentricité e — 1, c’est-à-dire que la 
particule se meut sur une parabole, avec une distance du périhélie 
rhta= F- Ce cas se produit lorsque la particule part d’un état de 
repos à l'infini. 

La relation entre les coordonnées d’une particule en mouvement 
sur une orbite et le temps peut être trouvée à l’aide de la formule 
générale (14,6). On peut la représenter sous une forme paramétrique 
commode, de la façon suivante. 

Considérons d’abord des orbites elliptiques. Introduisant a et e 
d’après (15,4) et (15,6), écrivons l'intégrale (14,6), qui détermine 
le temps, sous la forme 


fu rar JE 
CV VE y 
JE] 2mlE| 


Avec la substitution naturelle 
r—a—= — ae COS Ë 


cette intégrale devient 


= (—ecos 8) d8= J/ M (E—esin &) + Cte. 


En choisissant l’origine des temps de telle sorte que Cte s'an- 
nule, mous obtenons finalement la représentation paramétrique 
suivante de la relation entre r et t: 


r—a(i—ecos Ë), = TE G—esint (15,10) 


(à l'instant & — 0 la particule se trouve à son périhélie). A l’aide 
de ce même paramètre £ on peut exprimer aussi les coordonnées 
cartésiennes de la particule x — r cos @, y — r sin @ (les axes x 
et y étant dirigés respectivement suivant le grand et le petit demi- 
axes de l’ellipse). De (15,5) et (15,10) on tire: 


ex=p—r—a(1—e)—a(Î—e cosË) —ae(cosËE—e), 
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et y—}/r?—2?. Finalement : 
—a(cosË—e), ya) 1—esiné. (15,11) 


A une révolution complète sur l’ellipse correspond une variation 
du paramètre £ de zéro à 2n. 
Des calculs tout à fait analogues nous conduisent aux résultats 
suivants pour des trajectoires hyperboliques : 
3 
r=a(ech£—1), EN PA (esh£—E), 
œ e 
(15,12) 
x—=a(e—chEË), y=aVe—1shE, 


où le paramètre £ prend toutes les valeurs comprises entre — oo 
et — co. 

Revenons maintenant au mouvement dans un champ de répulsion 
où 


U=+ (15,13) 


(a => 0). Dans ce cas l’énergie potentielle efficace 


. a M? 
Vert = + rt 


est monotone décroissante dans l'intervalle (<-c, 0) lorsque r 
varie de zéro à co. L'énergie de la particule ne peut être que positive 
et le mouvement est toujours infini. Tous les calculs ici sont analo- 
gues à ceux que nous avons effectués plus haut. La trajectoire est 
une hyperbole (ou une parabole si £ — 0): 

= —1+ecosp (15,14) 
(p et e étant déterminés par les formules (15,4)). Elle passe près 
du centre du champ comme cela est indiqué sur la fig. 13. La 
distance du périhélie est 


Fmin = = a (e+1). (45,15) 


Les relations en fonction du temps sont données par les équations 
paramétriques 


r=a(echè+1), =} (eshë+E), 
z=a(ch£—e), y=aV e—1{shE. 


Pour conclure ce paragraphe montrons que pour le mouvement dans 


(15,16) 


un champ U — © (a étant de signe quelconque), il existe une inté- 
r 
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grale spécifique de ce champ. Il est facile de vérifier par un calcul 
direct que l'expression 


vXxM+= Cte. (15,17) 


En effet sa dérivée totale par rapport au temps est 


: av ar (vr) 
VX M + Te Pen — , 
ou, en substituant M = mr X v: 
mr (VV) — my (rv) + mr) : 


et, posant ici, selon les équations du mouvement, mv — — , nous 
r 
trouvons bien finalement, que cette expression s’annule. 


# 


a(7re) 


Fig. 13 


Le vecteur conservatif (15,17) est dirigé suivant le grand axe 
du foyer au périhélie et sa grandeur est égale à ae. On peut s’en 
convaincre en considérant sa valeur au périhélie. 

Soulignons que l'intégrale première (15,17), de même que les 
intégrales M et ÆE, est une fonction uniforme de l’état (position et 
vitesse) de la particule. Nous verrons au $ 50 que l’apparition de 
cette intégrale uniforme supplémentaire est due à ce qu’on appelle 
la dégénérescence du mouvement. 
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Problèmes 
1. Trouver la relation entre les coordonnées et le temps pour une particule 
en mouvement dans un Champ U =— _ d'énergie £ — 0 (parabole). 


Solution. Dans l'intégrale 
r dr 


N7E, 2% M? 
7 m2 


M? Le 
= ln?) — mn? 
re Un) = (in), 


effectuons la substitution 


nous obtenons la représentation paramétrique suivante de la relation cherchte 


Ur _y/ mn TL): 
rm = TE (it): 


25 (int), vpn. 


Le paramètre n prend toutes les valeurs de — oo à + oo. 

2. Intégrer les équations du mouvement d’un point matériel dans un champ 
central U = —a'r?, à > 0. 

Solution. D’après les formules (14,6) et (14,7), en choisissant convenable- 
ment les origines pour y et # nous trouvons 


M2 1 2mE < 2ma 1 
pur E>0, De += per CARTE 


M? 1 èmE 2ma 
b) pour E > 0, Dr œ — Ses EL sh | ç VE —1 | ; 
M? 1 2m|£ F Eee” 
ARRET le me ch [e 1] 


Dans les trois cas 


Dans les cas b) et c) la particule « tombe » au centre suivant une trajectoire 
qui se rapproche de l’origine des coordonnées en même temps que @— cc. 
La chute à partir d'une distance r s'effectue en un temps fini égal à 


4 . m < V’ M? 74 M? 
_— Lis PR D es 
E 2 { Em Et ” 2m 
3. Lorsqu'on ajoute à l’énergie potentielle U — — + une quantité petite 


ÔU (r) la trajectoire d’un mouvement fini cesse d’être fermée et pour chaque 
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révolution le périhélie de l'orbite se déplace d'un petit angle Ôp. Déterminer 
ô®p pour a) 0 = À etb) oU — L. 


Solution. Lorsque r varie de rnjin à max puis de nouveau à rmin, l'angle Ôp 
varie d’une valeur donnée par la formule (14,10) que nous écrirons sous la 
forme : 


(dans le but d'éviter plus bas des intégrales divergentes). Posons 
U= — - ÔU et développons l’expression sous le signe somme suivant les 


puissances de ÔU ; le terme d’ordre zéro du développement donne 2x, et le 
terme du premier ordre le déplacement Ô® cherché : 


Er 2mOU .d 8 [2m C 

_ ROGUE RE PL 2 ] 

PT \ a ar (7 \ r°ôv av » . () 
min V2n(s+5) -# 2 


où, de l’intégration par rapport à dr, nous sommes passés à l'intégration par 
rapport à dp le long de la trajectoire du mouvement «non perturbé ». 
Dans le cas a) l'integration dans (1) est triviale et donne: 


{p est le paramètre de l’ellipse non perturbée donné par (15,4)). Dans le cas 
b) ru =T, et tirant 4/r de (15,5) on obtient 


Grnaym? 6x 
Pme aus 


CHAPITRE IV 


CHOCS DE PARTICULES 


$ 16. Désintégration des particules 


Les lois de conservation de l'impulsion et de l'énergie permet: 
tent déjà par elles-mêmes d’aboutir, dans de nombreux cas, à une 
série de conclusions importantes quant aux propriétés de divers 
processus mécaniques. Le fait que ces propriétés ne dépendent abso- 
lument pas de l’espèce concrète d’interaction entre les particules 
engagées dans ces processus joue alors un rôle essentiel. 

Commençons par la désintégration « spontanée » (c’est-à-dire 
non provoquée par des forces extérieures) d’une particule en deux 
« composantes », autrement dit en deux autres particules se dépla- 
çant après la désintégration indépendamment l’une de l’autre. 

Ce processus apparaît sous sa forme la plus simple lorsqu'on 
le considère dans un système de référence où la particule (avant 
la désintégration) se trouvait au repos. En vertu de la loi de conser- 
vation de l’impulsion, la somme des impulsions de deux particules 
nées de la désintégration est également nulle, c’est-à-dire que les 
particules s’éloignent l’une de l’autre avec des impulsions égales 
et dirigées en sens inverse, et dont la valeur absolue commune 
{appelons-la p,) est déterminée par la loi de conservation de l’énergie 

Eint = E: PR an Re 
2m in Mo , 
où m, et m: sont les masses des particules, £iint et Æoint leur 
énergie interne, et Ein l'énergie interne de la partucule initiale. 
Désignons par e l’«énergie de désintégration», c’est-à-dire la 
différence 
ë — Eint— Li int — E2 int (16,1) 


{il est évident que cette grandeur doit être positive, pour que la 
désintégration soit généralement possible). On a alors : 


eh (+ —) = (16,2) 


2 \nu mo) 2m” 
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ce qui détermine ps (m est la masse réduite des deux particules); 
leurs vitesses sont Zi = Po/M, Log — Po/M. 

Passons maintenant à un système de référence dans lequel la 
particule initiale est animée avant la désintégration d’une vitesse V. 
On l’appelle habituellement système du laboratoire (ou système 
« l») par opposition au « système du centre d'inertie » (ou système 
«c»), dans lequel l'impulsion totale est nulle. Considérons l’une 


a) V<vo Vu 
Fig. 14 


des particules résultant de la désintégration, et soit v et v, ses vites- 
ses respectivement dans les systèmes « L » et « c ». L'égalité évidente 
v—= V + v, ou v — V — v, nous donne: 


vè + V2 20V cos 8 =, (16,3) 


où 0 est l’angle sous lequel la particule s’écarte de la direction 
de la vitesse V. Cette équation détermine la relation entre la vitesse 
de la particule résultante et la direction de sa trajectoire dans le 
système « {». On peut la représenter graphiquement à l’aide du 
diagramme de la fig. 14. La vitesse v est donnée par un vecteur mené 
en un point quelconque du cercle de rayon v, : à partir du point À 
situé à une distance V du centre du cercle. Les figures 14 a) et b) 
correspondent respectivement au cas V uw et V >>. Dans le 
premier cas la particule peut s'éloigner sous un angle 6 quelconque. 
Dans le second cas elle ne peut aller que vers l’avant et sous un angle 


1 Plus exactement en un point quelconque de la sphère de rayon v,, dont. 
le cercle de la fig. 14 représente un grand cercle. 
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6 n’excédant pas la valeur 0. donnée par l'égalité 


Sin Omax = 47 (16,4) 
(direction de la tangente au cercle menée du point À). 

La relation entre les angles 6 et 6, sous lesquels s'éloigne la par- 
ticule dans les systèmes « 2 » et « c » est évidente d’après le diagram- 
me ; elle est donnée par la formule 

Up sin 6 


tg  vgcos0 + ô (16,5) 


En résolvant cette équation par rapport à cos @, on obtient après 
des transformations élémentaires 


cos 60 — — sin? 0 + cos 0 V 1 ee sin? 6 . (16,6) 
0 


Si vo => V la relation entre @, et 0 est univoque, comme le montre 
la fig. 14a). Dans la formule (16,6) il faut alors choisir le signe + 
devant la racine (de telle sorte qu’on ait 6, — 0 pour 6 — 0). Mais 
si vo << V la relation entre 6, et 0 n’est plus univoque: pour chaque 
valeur de 6 on a deux valeurs de 6,, correspondant (sur la fig. 14b)) 
aux vecteurs v, menés du centre du cercle au point B ou au point C'; 
à ces vecteurs correspondent les deux signes devant la racine 
dans (16,6). 

Dans les applications physiques on a habituellement affaire 
non plus à la désintégration d’une particule, maïs à celle de nombreu- 
ses particules identiques, ce qui pose alors le problème de la répar- 
tition des particules résultantes suivant les directions, les énergies, 
etc. Nous supposerons dans ce cas que les particules initiales sont 
orientées dans l’espace chaotiquement, c’est-à-dire en moyenne de 
façon isotrope. 

Dans un système « c » la solution de ce problème est triviale: 
toutes les particules résultantes (de même espèce) ont la même 
énergie, et la répartition de leurs trajectoires est isotrope. Ce fait 
découle de notre hypothèse d’une orientation chaotique des particu- 
les initiales. [Il signifie que la quantité de particules qui passent 
dans un élément d'angle solide dw,, est proportionnelle à la grandeur 


de cet élément, c'est-à-dire égale à 4 En posant dos — 2n sin 6, dû, 
An 0 
nous tirons de là la distribution suivant les angles 0,, c’est-à-dire: 


Le 
3 Sin 6 d6s. (16,7) 


Les répartitions dans le système « Z » s’obtiennent à l’aide d’une 
transformation convenable de cette expression. Déterminons par 
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exemple la distribution par rapport à l'énergie cinétique dans le 
système « / ». Elevant au carré l'égalité v — v, + V il vient: 
v? = 05 + V2 2v,V cos 65, 
d’où 
d (v?) 


d cos 05 — DV 
0 


2 
Substituant ici la valeur T=T- de l'énergie cinétique (où m est 
égal à m, ou m2 selon l'espèce de la particule résultante considé- 
rée) et portant le tout dans (16,7), nous obtenons la distribution 
cherchée 


aT 
2mvoV . (16,8) 
L'énergie cinétique peut prendre toutes les valeurs comprises 
entre le minimum Tin — T (vo — V}? et le maximum Tmax — 


= _. (üo+V}. Dans cet intervalle les particules sont distribuées 


d’après (16,8) de façon homogène. 

Lorsque la désintégration d’une particule donne plus de deux 
composantes, les lois de conservation de l’impulsion et de l'énergie 
laissent évidemment beaucoup plus d’arbitraire aux vitesses et 
directions des particules nées de la désintégration. En particulier, 
l'énergie de ces particules dans le système «c» est loin d'avoir 
une valeur unique. Il existe, cependant, une limite supérieure à 
l'énergie cinétique que chaque particule peut emporter avec soi. 

Pour déterminer cette limite, nous considérerons l’ensemble des 
particules résultant de la désintégration, à l'exception de l’une 
d'elles (de masse m,) comme un seul système; soit Eint son énergie 
« interne ». L'énergie cinétique de la particule m, sera alors d’après 


(16,1) et (16,2): 


2 M—m , 
To = 57 (Eint— Et int— Eint) 


(M masse de la particule initiale). [1 est évident que Ti, aura sa 
valeur maximum quand ÆEjnt sera minimum. Il faut pour cela que 
les particules résultantes, à l'exception de la particule m,, se dépla- 
cent avec la même vitesse ; alors Eh: se réduit simplement à la som- 


me de leurs énergies internes, et la différence Eint — ÆEiint — Ein 
est l’énergie de désintégration €. Ainsi 
M—m; 4 
(T0) max su M Ë. (16,9) 


DÉSINTÉGRATION DES PARTICULES 63 


Problèmes 


1. Trouver la relation entre les angles 6, et 6: (dans un système « Z ») sous 
lesquels s’éloignent les deux particules résultant d’une désintégration. 

Solution. Dans un système « c » les angles de départ des deux particules 
sont liés par. 60 = n — 0. En désignant 64, simplement par 6,, et en appli- 
quant la formule (16,5) à chacune des particules, on a: 


V +040 cos 05 = v410 Sin 6, Ctg 64, 
V — log COS 8 = L'99 sin 8 ctg Oo. 


Il s’agit d'éliminer 8, de ces deux égalités. Pour cela, tirons-en d’abord cos 6, 
et sin 0, après quoi nous formerons la somme cos? 6, + sin? 0, — 1. Considérant 


(2 m ’ 
également que = a mL utilisant (16,2), nous trouvons finalement l’équation 
20 
suivante 
2 sin? 0 + sin? 0, — 2 sin 6, sin 6: cos (0, —- 6:) — 
ni Mo 


2e ‘ 
Te DEL sin? (0, + 62). 


2. Trouveï la distribution en directions des particules résultantes dans le 
système « / ». 

Solution. Pour vo >> V portons (16,6) avec le signe + devant la racine dans 
(16,7) et nous obtenons la distribution cherchée sous la forme 


y2 
' ; 1+—- cos 20 
sin 0 d6 LE ee OL SRE (0<O< x). 


2 v 2 
| V 1— Ÿ° sin? 0 
V5 


Pour vo << V il faut tenir compte de deux relations possibles entre 6, et €. 
Puisque, lorsque 8 croît, l’une des valeurs correspondantes de 6, croît également 
et que l’autre diminue, il faut donc prendre la différence (et non la somme) des 
expressions de d cos 6, les deux signes devant la racine dans (16,6). On obtient: 


es cos 20 
sin 0 d—%  (0<B<Oax). 


Vins — — “ais () 


3. Déterminer dans le système « ! » l'intervalle des valeurs que peut pren- 
dre l’angle 0 entre les directions des trajectoires des deux particules résul- 
tantes. 

Solution. L'angle 6 est la somme 0, + 6, des angles définis par la formule 
16,5) (voir problème 1) ; le plus simple est de calculer la tangente de cet angle. La 
recherche des extrema de l'expression que l’on obtient conduit aux intervalles 
suivants pour les valeurs possibles de 6, en fonction de la grandeur relative V et 
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de 010 et 9 (pour fixer les idées posons 0 >> 10): 
O<LO<L7r, si 9 <V Lv»%; 
n—0 <0< nr, si V<Lvy; 
06 <6,, si V > 12, 
la valeur de 6, étant donnée par la formule 


sin 0, — V_W10 + v20) 
DOVE Evioo 


$ 17. Chocs élastiques de particules 


On dit que le choc de deux particules est élastique quand il 
n’entraîne pas de modification de leur état interne. En conséquence, 
lorsqu'on applique la loi de conservation de l’énergie à un choc 
de ce genre, on peut ne pas tenir compte de l’énergie interne des 
particules. 

Le choc trouve son expression la plus simple dans un système 
de référence où le centre d'inertie des deux particules est au repos 
(système « c»); comme au paragraphe précédent on affectera de 
l'indice O les valeurs des grandeurs dans ce système. Les vitesses 
des particules avant Le choc dans le système « c » sont liées à leurs 
vitesses v, et v: dans le système du laboratoire par les relations 
Mo m1 


V0 = —“— V = ———— v 
10 ntm? V20 mi Em 


où V — Vi — V (voir (13,2)). 

En vertu de la loi de conservation de l'impulsion, après le choc, 
les impulsions des deux particules restent égales en grandeur et 
opposées en direction ; en vertu de la loi de conservation de l’énergie, 
leurs valeurs absolues restent également inchangées. Ainsi, dans 
le système « c », Le résultat du choc se ramène à une simple inversion 
des vitesses des deux particules. Si on désigne par n, le vecteur 
unitaire dans la direction de la vitesse de la particule m, après le 
choc, les vitesses des deux particules après le choc seront 


, Ma 


V..= 773 
10 mytm 


mi + ma 
Pour revenir au système du laboratoire il faut ajouter à ces 


expressions la vitesse V du centre d'inertie. On obtient alors pour 
Ja vitesse des particules après le choc dans le système «7»: 


UN, V0 = Uno. (17,1) 


___m MAVi1 + MoVo 
Ni ere rs 
m4 + Mo mA + Mo (47,2) 
À m MIVyi + MoV ; 
POP de MANU MONS | 


À mitme 0: M4 + Mo 
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Là se limitent les renseignements que l’on peut obtenir sur les 
chocs en partant des seules lois de conservation de l’impulsion et 
de l'énergie. En ce qui concerne sa direction, le vecteur n, dépend 
de la loi d'interaction des particules et de leur position réciproque 
pendant le choc. 

On peut interpréter géométriquement les résultats obtenus. Le 
plus simple pour cela est de passer des vitesses aux impulsions. 


Ob= mv 
A0 7, me pere P) 
DE 5, (P,+P}) 


Fig. 15 


En multipliant les égalités (17,2) respectivement par m, et m: nous 
obtenons : 
pi = MUNo + (Pi Pa), PB = — MUNo + 


M4 + Mo 


(Pi pr) (17,5) 


Re 
(m — na est la masse réduite). Traçons un cercle de rayon mv 
1 + M2 
et effectuons la construction indiquée sur la fig. 15. Si le vecteur 
— —+ — 

unité n, est dirigé suivant OC, les vecteurs AC et CB donnent respec- 
tivement les impulsions p, et p;,. Les vecteurs p; et p2 étant donnés, 
le rayon du cercle et la position des points À et B restent invariables, 
mais le point C peut avoir une position quelconque sur le cercle. 

Examinons plus en détail le cas où l’une des particules (par 
exemple a était au repos avant le choc. Dans ce cas la longueur 


OB — P: = mv coïncide avec le rayon, c’est-à-dire que le 
Li Re AT .. Li 

point B est situé sur le cercle. Le vecteur AB coïncide alors avec 

l'impulsion p, de la première particule avant le choc. Par suite, 


le point À se trouve à l’intérieur du cercle (si m1 << m2) ou à l’exté- 
rieur (si m1 > m2). Les diagrammes correspondants sont représentés 


5—640 
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sur la fig. 16, a) et b). Les angles 8, et 6: qui y sont indiqués sont 
les angles sous lesquels les particules s’écartent après le choc de la 
direction de celui-ci (direction de p:). L’angle au centre désigné 
sur la figure par la lettre x (donnant la direction de n,) représente 
l'angle de déviation de la première particule dans le système du 


G)M,< M D M>M 
AB=p,; 40/08=m,/m: 


Fig. 16 


centre d'inertie. Il est clair d’après le dessin que les angles 6, et 8; 
peuvent être exprimés en fonction de l'angle % par les formules 


___ M2Sin% _ T—% 

ig 7 os É 02 — 2 ° (17,4) 
Ecrivons également les formules donnant les valeurs absolues des 
vitesses des deux particules après le choc en fonction du même 
angle %: 


Tin 2 9 
;  m$—+ m3 + 2mymo COS Y% r _. 2nuv = 
ee SV, VU, = —— Sin + . 17,9 
d'u À my m2 mes ar 00) 


La somme 0, + 6, est l'angle auquel les deux particules s'écartent 
l’une de l’autre après le choc. Il est évident que 0; -- 0; >+ pour 


mu < mo et 04 + 00 € . pOur My >> Ma. 

Au cas où les deux particules après le choc se meuvent sur une 
même droite («choc de front»} correspond y — 1, c’est-à-dire 
que le point C'est situé sur le diamètre à gauche du point À (fig. 16,a; 
p, et p. sont alors de sens contraire) ou entre les points À et O 
(fig. 16,b; p; et p, sont alors de même sens). 
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Les vitesses des particules après le choc sont dans ce cas 
.. Mig | 2m 
V'— v Vi= Y. 17 
1 mytme 2 my Mo ( 6) 
La valeur de v, est alors la plus grande possible; l'énergie maxi- 
mum que peut acquérir la particule que se trouvait au repos, 
à la suite du choc, est par conséquent: 


,9 
; Move max __ 4749 
E> MAX 9. (mm)? 4 ; (17,7) 


mavi 
9 


où Æ£,:: est l’énergie initiale de la particule incidente. 


Si m << m2 la vitesse de la première particule après le choc 
peut prendre une direction quelconque. Si par contre m, => ma, 


Fig. 17 


l'angle de déviation de la particule ne peut dépasser une valeur 
maximum Correspondant à une position du point C (fig. 16,b) telle 
que la droite AC soit tangente au cercle. Il est évident que 
Sin Oimax — OC/0À, soit de 
: __ m2 ! r. 
sin Oimax = : (17,8) 
Le choc de particules de même masse (dont l’une est initiale- 
ment au repos) s'exprime de façon particulièrement simple. Dans 
ce cas, les points B et À sont tous les deux sur le cercle (fig. 17) 
et on a 


Bi = + B=T +, (47,9) 
D,=vcos+, v, = v sin + | (17,10) 


Notons qu'après le choc les particules s'éloignent l’une de l’autre 
sous un angle droit. | 


5% 
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Problème 


Exprimer dans le système « Z » les vitesses après le choc de deux particules 
dont l’une (m1) était en mouvement et l’autre (m2) au repos, en fonction de l’angle 
sous lequel elles s’écartent l’une de l’autre. 

Solution. La fig. 16 nous donne p; = 2.0B cos 8 soit 


; m 
ve = 20 —— COS 60. 
mo 


Pour l’impulsion p; — AC on a l'équation 
OC?2— A02+ p;?—240:p; cos 81 


ou 
vi \? 2m v; my —m 
(2 ] —— —L ço8 8,41 20, 
v ma Mi+ Mo 
D'où 
CA m 1 PRE 
—L— 1__ cos 04 + V/mi—m? sin? 64 


my + me 


(pour m1 >m2 les deux signes devant la racine sont valables, et pour 
m2 > m1, le signe +). 


VU  mi+m 


$ 18. Diffusion des particules 


Nous avons déjà vu au paragraphe précédent que pour déter- 
miner complètement le résultat du choc de deux particules (c'est- 
à-dire l’angle ;) on doit résoudre les équations du mouvement en 
tenant compte de la forme concrète prise par la loi d’interaction 
des particules. 

Conformément à la règle générale nous considérons d’abord 
le problème équivalent de la déviation d’une particule de masse m 
dans un champ U (r) par un centre de force immobile (placé au 
centre d'inertie des particules). 

Comme on l’a vu au $ 14, la trajectoire d’une particule dans un 
champ central est symétrique par rapport à la droite passant par 
le point de l'orbite le plus proche du centre (OA sur la fig. 18). 
C’est pourquoi les deux asymptotes de l'orbite coupent cette droite 
sous le même angle. Si on appelle @, cet angle, l'angle de déviation 
de la particule lorsqu'elle passe près du centre est, comme on le 
voit sur le dessin, 


x=1t—2pol. (18,1) 
Or l'angle ®, est donné d’après (14,7) par l’intégrale 
os 
2 
Po — \ —— à; : (18,2) 
an 2m EU (I 
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prise entre la position de la particule la plus proche du centre et sa 
position éloignée à l'infini. Rappelons que rmin est racine de l’expres- 
sion sous le radical. 

Pour un mouvement infini tel que celui auquel nous avons affaire 
ici, il est commode d'utiliser, au lieu des constantes £ et M, la 
vitesse v« de la particule à l'infini et ce qu’on appelle la distance 
de visée p. Cette dernière est la longueur de la perpendiculaire abais- 
sée du centre sur la direction de v.., c’est-à-dire la distance à laquelle 


la particule passerait du centre, si le champ de force n'existait pas 
(fig. 18). En fonction de ces grandeurs, l'énergie et le moment s’expri- 
ment par 


et la formule (18,2) devient 
ne. je 
rè | 
_ —————_— ——— 8,4 
roue 1 p? 20 + 
Tmin 12 EE mr? 


Avec (18,1) elle détermine la relation entre # et p. 

Dans les applications physiques on a souvent affaire non à la 
déviation d’une particule individuelle, mais à la diffusion d’un 
faisceau de particules semblables parvenant au centre de diffusion 
avec la même vitesse v.. Les différentes particules du faisceau ont 
des distances de visée différentes et, par suite, sont diffusées sous 
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des angles x différents. Soit dN le nombre de particules diffusées 
pendant l'unité de temps dans l’angle compris entre % et % + - dy. 
Il n’est pas commode de caractériser le processus de diffusion à 
l’aide de ce nombre lui-même, car il dépend de la densité du faisceau 
incident (il lui ést proportionnel). Aussi introduirons-nous le rapport 


do—— , (18,5) 


où » est le nombre de particules traversant pendant l’unité de temps 
l'unité de surface d’une section droite du faisceau (nous supposons 
naturellement que le faisceau est homogène dans toute sa section). 
Ce rapport a la dimension d’une surface ; on l'appelle section efficace 
de diffusion. Il est complètement déterminé par la forme du champ 
de diffusion et constitue la caractéristique la plus importante du 
processus de diffusion. 

Nous considérerons que le lien entre x et p est réciproquement 
univoque ; il en est ainsi lorsque l’angle de diffusion est une fonction 
monotone décroissante de la distance de visée. Dans ce cas seules 
sont diffusées dans l'intervalle (y, x -- dy) les particules dont la 
distance de visée est comprise entre p (x) et p (x) -+- dp (x). Le 
nombre de ces particules est égal au produit de n par la surface de 
l'anneau compris entre les cercles de rayons p et p + dp, c’est-à- 
dire dN — 2xp dp:n. D'où la section efficace 


do = 270 do. 18,6 
p ap 


Pour trouver la relation entre cette section et l’angle de dif- 
fusion, il suffit d'écrire cette expression sous la forme 


do — 2np(x) 0e | dy. | (18,7) 


Si nous écrivons ici la valeur absolue de la dérivée dp/dy, c’est parce 
qu’elle peut être négative (comme c’est le cas habituellement 
d’ailleurs) :. On rapporte souvent do non à un élément d’angle plan 
dy, mais à un élément d’angle solide do. L’angle solide entre deux 
cônes d’écartements % et x + dy a pour valeur do — 2x sin x dy. 
Nous avons donc d’après (18,7): 


do = 2 G) | P | do. do (18.8) 


sin % 


Revenant au problème de la diffusion d’un faisceau de parti- 
cules non par un centre de force immobile, mais par d’autres parti- 


1 Si la fonction p (x) est multiforme, il faut évidemment prendre la somme 
de ces expressions pour toutes les branches de la fonction. 
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cules initialement au repos, nous pouvons montrer que la formu- 
le (18,7) définit la section efficace en fonction de l’angle de difiu- 
sion dans le système du centre d'inertie. Pour trouver la section 
efficace en fonction de l’angle 6 dans le système du laboratoire, 
il faut exprimer dans cette formule 4 à l’aide de 6, d’après les for- 
mules (17,4). On obtient ainsi aussi bien l’expression de la section 
de diffusion du faisceau incident (y exprimé en fonction de 6;), que 
celle des particules initialement au repos (x exprimé en fonction 
de 0»). 


Problèmes 


4. Déterminer la section efficace de diffusion des particules par une bille 
de rayon a parfaitement solide (c’est-à-dire avec une loï d'interaction telle que 
U = © pour r <aet U = 0 pour r > a). | | 

Solution. Puisqu’à l'extérieur de la bille la particule se meut librement et 
qu’elle ne peut pas pénétrer à l’intérieur, la trajectoire se compose de deux droi- 


Veff 


b 


Fig. 19 Fig. 20 
tes symétriques par rapport au rayon passant par le point de leur rencontre avec 


la bille (fig. 19). Comme on le voit d’après la figure, 


; . T— 
p=a sinpo=asin — Lo cos +. 


Portant dans (18,7) ou (18,8), on obtient 


nai . a? 


do — 
c'est-à-dire que dans le système « c » La diffusion est isotrope. Intégrant do pour 
tous les angles nous constatons que la section totale o — na?, en accord avec 
le fait que la surface de visée, sur laquelle doit tomber la particule pour être dif- 
fusée, est la surface de section de la bille. 
Pour passer au système 4 Z » il nous faut exprimer y en fonction de 68, d’après 
(17,4). Les calculs sont tout à fait analogues à ceux qui ont été effectués au pro- 
blème 2, $ 16 (vu la ressemblance formelle entre les formules (17,4) et (16,5)). 
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Pour m4 << m2 (m3 masse de la particule, m masse de la bille) on a 


2 
14 cos 264 


a? PAEVRL OSR 
m? . 

v: —— sin? 64 
mx 


doi = —- 2 T1 cos 61 + doi 
me 


4 


(dos = 2n sin 01/d04). Si mo >> m4, alors 


Pour m—moe on a 
doi = a? | cos 6: | doi, 


ce qu’on peut obtenir en substituant directement à y sa valeur 4 — 26, (d’après 
(17,9)) dans (1). 

.. Si la bille est initialement au repos, on a toujours % — x — 26:, et la subs- 
titution dans (1) donne 


dOo = a? | cos 6 | dos. 
2. Exprimer dans le même cas la section efficace en fonction de l'énergie 
e perdue par les particules diffusées. 
Solution. L'énergie perdue par la particule m, est égale à l'énergie acquise 
par la particule m,. D'après (17,5) et (17,7) on a: 


2même à co À oo X 
= EE = ——— °— 2 — 2% 
e—E, moe v? Sin 5) Emax SIN? ++ 
d'où 
1 ; 
de — 5 EmaxSinX dy; 

soit, en portant dans la formule (1) du problème 1, 

do = na de 

Emax 


La distribution des particules diffusées suivant les valeurs de & est donc homo- 
gène dans tout l'intervalle des valeurs de £ comprises entre 0 et ëmax- 

3. Trouver la relation entre la section efficace et la vitesse v. des particu- 
les, pour une diffusion dans un champ U # r7". 

Solution. Compte tenu de (10,3), si l’énergie potentielle est une fonction 
homogène d'ordre 4 — —n, on a pour les trajectoires semblables p # v72?/” 
ou 


p=vs"/"f (x) 
(pour des trajectoires semblables les ‘angles de déviation sont les mêmes). 
Substituant dans (18,6), on trouve 

do # vs t/" do. 


4. Déterminer la section efficace pour une « chute » de particules au centre 
d’un champ U = —a/ri. 

Solution. Les particules qui « tombent » au centre sont celles pour lesquel- 
les la condition 24 >> MP? (voir (14,11)) est remplie, c’est-à-dire dont 
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la distance de visée ne dépasse pas la valeur Pmax = V2a/mvr,. D'où la sec- 
tion efficace cherchée : 
O= np? ee 
max mv? ’ 
5. Même problème pour un champ U——a/r'{(n>2, a > 0). 
Solution. La courbe de l’énergie potentielle efficace 


en fonction de r a la forme indiquée sur la fig. 20, avec pour maximum 


n 
n—2)o | MP?vê, \n—2 
Uett)max = V,= 22 ( a ) . 


Les particules qui «tombent» sur le centre sont celles pour lesquelles 
U,<E. En déterminant fmax à partir de la condition U,=—E£E on a: 


2—n 2 
n 


c=an(n—2) * | ss ] à 


6. Déterminer la section efficace pour une « chute » de particules (de mas- 
ses m1) sur la surface d’un corps sphérique (de masse m, et de rayon R), vers le- 
quel elles sont attirées suivant la loi de Newton. 

Solution. La condition de chute consiste dans l'inégalité rmin < À; Où rmin 
est le point de la trajectoire de la particule le plus rapproché du centre de la 
sphère. La valeur maximum de p est déterminée par la condition rmin — À, ce 
qui revient à résoudre l’équation Uefg (R) = E ou 


2 n2 2 
PAU PP max Œ __ M4Voo 
2R?2 h.. -2.? 


avec a=—="Yÿmyms (y constante de gravitation), et où nous avons posé m = my. 
considérant que m2 © m4. Tirant de là p2,, on obtient 


o=—nR? (1+ me ). 


Lorsque vs — co, la section efficace tend évidemment vers la surface géométri- 
que de la section de la sphère. 

7. Retrouver la forme d’un champ de diffusion U (r) pour une relation don- 
née entre la section efficace et l’angle de diffusion, l'énergie Æ étant donnée ; 
on suppose que ÜU (r) est une fonction monotone décroissante de r (champ de ne- 
santeur), avec U (0) > E, U (co) = 0. (0. Firsov, 1953). 

Solution. L'intégration de do par rapport à l’angle de diffusion 


ELA 
do 
PE — 2 
\ pr a A} 
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détermine le carré de la distance de visée, de sorte qu’on peut également 
considérer comme donnée la fonction o(x) (et avec elle La fonction % (p)). 


Posons: 
{ { U ; 
=, #=-xs oy/1-L. 2) 


Les formules (18,1) et (18,2) donnent alors 


so 
a —% (x) : \ ds @) 
2 : V auw2 — 52 À 
où sp(x) est racine de l'équation 

Twè (50) — s$ 0. 


L'équation (3) est l'équation intégrale de la fonction w(s); on peut la 
résoudre par une méthode analogue à celle utilisée au $ 12. Divisant les 


deux membres de (3) par V/a—x et intégrant par rapport à dx de O à «, on 
trouve : 


œ a sg (x) 
\ T—YX (x) œ \ \ ds dx 
2 2 Va—x es V'Gw?—s) (ax) ICE 
so(a) « So (&) 
dx ds ds 
ne Vera n Ve 
0 x(so) 0 
soit, en intégrant le membre de gauche par parties: 
œ so (&) 
a Va \ Vas À ar 5 \ ue. 
dx w 
0 0 


Différentions la relation obtenue par rapport à &, et au lieu de sç(œ) écri- 
vons simplement s; &« sera alors remplacé par s2/w2. En écrivant la dernière 
égalité sous forme différentielle, on obtient : 


1 TS (x) d 
s $ X'(@)dx _n 
(+)-s (sx) \ ha De 
0 —— — ZT 
w2 
ou 
82/w2 | 
D e T2 ° 
0 —— T 
2 


Cette équation s intègre immédiatement, mais dans le second membre on doit 
changer l'ordre d'intégration pour dx et d(s/w). Tenant compte que pour 
s—0 (c'est-à-dire r — ©) on doit avoir w—1 (c'est-à-dire U —0), et revenant 
aux variables r et p, on obtient finalement le résultat suivant (sous deux 
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formes équivalentes) : 


1 € p_ dx 1 x (op) dp 
w — exp {+ (arch 5E } = exp {— | RE . (4) 
a rw d TT 2 r2p2 
4 p de V'p2—r2v 


Cette formule détermine de façon implicite la fonction w (r) (et par là même 
U (r)) pour tous les r > rmins ©’est-à-dire dans le domaine des valeurs de r 
qui est parcouru en fait par une particule diffusée d’énergie donnée Z. 


$ 19. Formule de Rutherford 


L'une des applications les plus importantes des formules que 
nous avons obtenues ci-dessus est la diffusion des particules chargées 
dans un champ coulombien. 

En posant dans (18,4) U - a/r nous obtenons par une inté- 
gration élémentaire 

œ 


2 
mr, 


Æ % Gé e) 7 


Po = ArCCOS 


d'où 
a2 
2 — a 
0 mèvi 1g” Po: 


soit, en posant d’après (17,1) po—(r—%x)/2: 
a? ctg? + | (19,1) 


2p4 
mu, 


p°= 


Différentions cette expression par rapport à % et substituons 
dans (18,7) ou (18,8), il vient 


* 

2 COS 
do = n (—© d 19,2 
(er) PT (19,2) 

ou 
2 d 

ee (RE) 4.) 

2e sinf 


C'est ce qu’on appelle la formule de Rutherford. Notons que la section 
efficace ne dépend pas du signe de &, de sorte que le résultat obtenu 
est valable aussi bien pour un champ coulombien de répulsion 
que pour un champ d'attraction. 

La formule (19,3) donne la section efficace dans un système 
de référence où le centre d'inertie des particules qui se heurtent 
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est au repos. Le passage au système du laboratoire s'effectue à l’aide 
de la formule (17,4). Pour des particules initialement au repos, 
en portant x — x — 26: dans (19,2), on obtient 
2 sin 02 œ \2 dw 
doz= 27 Gé ) cos3 02 dè, — (5) cos3 6» ” (19,4) 
Mais pour des particules incidentes, la transformation conduit dans 
le cas général à une formule très compliquée. Envisageons seulement 
deux cas particuliers. 
Si la masse m2 de la particule diffusante est grande par rapport 
à la masse m, de la particule diffusée, y Æ 0, et m = m, de sorte que 


_f{_æ\? do 
du = (7) UT (19,5) 
2 


où E,=miw/2 est l'énergie de la particule incidente. 
Si les masses des deux particules sont identiques (mi = Mo ; 


m =) , on a d’après (17,9) x—20,, ce qui, porté dans (19,2), 
donne : 
_ a \2 cos 6; __f &œ \? cos 6: 
doi = 27 (&) Sins 6, Ai — (5) sine, 4: (19,6) 
Si non seulement les masses des particules sont égales mais si les 
particules elles-mêmes sont identiques, il devient inutile de distin- 
guer après la diffusion les particules initialement en mouvement 
des particules initialement au repos. Nous obtenons la section effi- 
cace pour toutes les particules en réunissant do, et do> et en rempla- 
çant 0, et 02 par leur valeur commune 8: 
a \? 1 1 = 
do — (= ) (55 + sc) cos 0 do. (19,7) 
Revenons encore à la formule générale (19,2) et déterminons 
à l’aide de cette formule la distribution des particules diffusées 
par rapport à l'énergie qu’elles ont perdue à la suite du choc. Pour 
un rapport quelconque entre la masse (m1) de la particule diffusée 
et celle (m2) de la particule diffusante, la vitesse acquise par cette 
dernière s’exprime en fonction de l’angle de diffusion dans le systè- 
me «c» par la relation 
= 2m: _ _X 
2 Le Ve SIN + 
(voir (17,9)). Par conséquent, l'énergie acquise par cette particule, 
et donc perdue par la particule m;,, est égale à 


mous? 2m? 
m 


€ , ; Te Vos SIN? + . 
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Tirons de là sin + en fonction de & et portons-le dans (19,2), il 


vient 


a? de 
do = 27 move, as (19,8) 
Cette formule répond à la question posée puisqu'elle détermine 
la section efficace comme fonction de la perte d’énergie &; cette 
2m2v? 


dernière prend toutes les valeurs de 0 à Enaz — — 
2 


Problèmes 
4. Trouver la section efficace de diffusion dans un champ U—a/r? 


@> 0). 


Solution. Angle de déviation 


A er 
œ 
/1+ mp?2v? 


2n2a T—Y do 
mu, x2(27—%)2 siny 


Section efficace 
do = 
2. Trouver la section efficace de diffusion par une « cuvette de potentiel » 


sphérique de rayon. a et de « profondeur » U, (C’est-est-à-dire un champ U —0 
pour r >a, U—=—U, pour r < a). 


Fig. 21 


Solution. La trajectoire rectiligne de la particule est «réfractée » 
lorsqu'elle entre dans la fosse et lorsqu'elle en sort. D’après le problème du 
$ 7, les angles d'incidence «& et de réfraction f (fig. 21) sont liés par la relation 


sin œ T 2Uo 
Sr 1 
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L'angle de déviation est 4—2(x—$). On a donc 


sin (æ—#/2) de PNR 
PT see ee cos 2 ctg & sin cs 


Eliminant à de cette égalité et de la relation (évidente sur le dessin) 


z|= 


asinaæ=—p, 
on obtient la relation entre p et y sous la forme 


X 


n? sin? + 
n?--1—2n cos À 


Finalement, en différentiant cette égalité, nous trouvons pour la section 


efficace 
x - X 
ja (nr cos 1) (n—cos 1) 
D NN 2 


2 
4 cos À (1 +-n2— 2n cos z) 


L'angle x varie de O (pour p—0) jusqu’à la valeur ymax (pour p=: a), déter- 
minée par 


Xmax _ 1 
C —_ = — |, 
(ps = 
La section efficace totale que l’on obtient en intégrant do pour tout 


l’angle intérieur du cône % << Ymax est évidemment égale à la surface de la 
section géométrique sta. 


$ 20. Diffusion sous de petits angles 


Le calcul de la section efficace se trouve notablement simplifié 
si on considère seulement les chocs à grandes distances de visée, 
où le champ U est faible, de sorte que les angles de déviation sont 
petits. Dans ce cas, on peut effectuer directement le calcul dans 
le système du laboratoire, sans passer par le système du centre 
d'inertie. 

Choisissons l’axe des x dans la direction de l’impulsion initiale 
des particules diffusées (m:), et le plan xy dans le plan de diffusion. 
Soit p, l'impulsion de la particule après diffusion, nous avons 
l'égalité évidente 

sin 0, —= Piy . 


, 


1 


Pour de petites déviations on peut remplacer approximativement. 
sin, par 01, et au dénominateur, p;, par l'impulsion initiale p, — 
= Milo : 

Piy 


6, le . (20,1) 


MAV co 
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De plus, puisque py=—Fy, l'accroissement total de l'impulsion le 
long de l’axe y est: 


ne \ F, dt. (20,2) 
D'où la force 
pu 0 a dy 
# ôy dr y dr r 


Puisque l'intégrale (20,2) contient déjà la quantité petite U, 
on peut, en la calculant, considérer avec la même approximation 
que la particule ne s’écarte pas de sa trajectoire initiale, autrement 
dit qu’elle est animée d’un mouvement rectiligne (le long de la 
droite y — p) et uniforme (avec la vitesse v,). Posons par consé- 
quent dans (20,2): 


au p dx 
ne D 
et nous obtenons 
O0 
Ne ed de 
— 00 


Enfin, passons de l'intégration par rapport à dx à l'intégration 
par rapport à dr. Puisque, pour une trajectoire rectiligne r? — 
— 2? L p?, r varie de oo à p et de nouveau à œ lorsque x varie de 
—0o à -i-0o. Par suite, l'intégrale par rapport à dx est remplacée 
par le double de l'intégrale par rapport à dr de p à oo où dx est 


remplacé par 
r dr 


Vr=S 
Nous obtenons finalement pour l’angle de diffusion (20,1) 
l’expression suivante ! : 


dx = 


Deep —— (20,3) 
1 mare, r Vr2—p? ! ? 
p 


qui détermine la relation cherchée entre 60, et p pour une faible 
déviation. La section efficace de diffusion (dans le système « Z ») 


1 Si on effectue tout le raisonnement dans le système 4 c », nous obtenons 
pour x la même expression avec m à la place de m,, considérant que les petits 
angles 8; et x doivent être d’après (17,4) par 

0 -—72 


nu + Mo À 
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s'obtient par une formule identique à (18,8) (avec 8, à la place de #), 
sin 0, pouvant être également ici remplacé par 01: 


do =| de |p@) go. (20,4) 


Problèmes 


1. Déduire la formule (20,3) de la formule (18,4). 
Solution. Pour éviter des intégrales divergentes mettons la formule (18,4) 
sous la forme 


R 
ô p? 20 
nur \ ner vies muË, dr , 
Tmin 


où nous avons pris comme limite supérieure À pour pouvoir ensuite passer 
à la limite R + oo. U étant petit, développons la racine par rapport à U et 
remplaçons par approximation rmin Par P: 


d 8€  Ulr)d 
Po= LT À 
p 


p?  ôp V4 p? 


Lorsqu'on passe à la limite À + oc, la première intégrale donne x/2. Pour 
la seconde, on la transforme d’abord par parties et l’on obtient l'expression 


équivalant à la formule (20,3). 
2. Déterminer la section efficace de diffusion dans de petits angles, dans 
un champ U—ayrt (n>0). 
Solution. D'après (20,3) on a 
CO 
2 2pan ( dr 
17 my, à pn+i Vr2—p? 
p 


En posant p?/r2—u, l'intégrale se ramène à une intégrale eulérienne B et 
s'exprime à l’aide de fonction l': 


er (=) 
2a Vx 2 
EN A PEN 
mavi nm 
r (3) 
Tirant de là p en fonction de 8, et portant dans (20,4), on obtient 
2 


— n—+i ñn 
2Vx r ( 2 | a a 245) 
n mav?, 
r(5) | 


1 
Jo 1 doi. 


CHAPITRE V 


PETITES OSCILLATIONS 


$ 21. Oscillations linéaires libres 


Il existe un type de mouvement extrêmement répandu en méca- 
nique: ce sont les petites oscillations effectuées par un système 
au voisinage de sa position d'équilibre stable. Nous aborderons 
l'étude de ces mouvements avec le cas le plus simple: celui d’un 
système à un seul degré de liberté. 

Un système est en équilibre stable quand son énergie poten- 
tielle U (q) est minimum; un écart de cette position donne naissance 
à une force —dU/dq qui tend à ramener le système à son point de 
départ. Désignons par g la valeur correspondante de la coordonnée 
généralisée. Lorsqu'on développe la différence U (qg) — U (g) par 
rapport à qg — q) pour de petits écarts de la position d’équilibre, 
il suffit de garder le premier terme qui ne s’annule pas. En général 
ce terme est celui du second ordre 


U (a) —U (a) + 5 (a— 4), 


où X est un coefficient positif (la valeur de la dérivée seconde U” (Q) 
pour g — q,). Dans la suite nous compterons l’énergie potentielle 
à partir de sa valeur minimum (c’est-à-dire que nous poserons 
U (go) — 0) et nous désignerons par 


2=9—% (21,1) 
l'écart de la coordonnée par rapport à sa valeur d’équilibre. Ainsi, 
(=. _ (21,2) 


Dans le cas général l’énergie cinétique d’un système à un degré 
de liberté est de la forme 


1 ; 1 : 
7 4(Q) = a () à. 


6—640 
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On peut se contenter avec la même approximation de remplacer 
la fonction a(q) par sa valeur pour g—gq. Posant pour simplifier 
l'écriture ! 

& (Go) — M, 
nous obtenons finalement, pour la fonction de Lagrange d’un 
système effectuant de petites oscillations linéaires ?, l’expression 
suivante : 


mx? kzx? ‘ 
Le. (21,3) 
L’équation du mouvement correspondant à cette fonction s’écrit : 
mx + kx—0, (21,4) 
ou 

xz-+wx—0, (21,5) 

avec 

KE , 

©— ]/ —. (21,6) 


ne 


L’équation différentielle linéaire (21,5) a deux solutions indépen- 
dantes : coswt et sin œf, d’où sa solution générale 


Z == C1 COS @t +- C2 Sin @k. (21,7) 
On peut également écrire cette expression sous la forme 
x = & COS (ot + &). (21,8) 


Puisque cos (œ@f + &) — cos wf cos a — sin wt sin, la comparaison avec 
(21,7) montre que les constantes arbitraires a et & sont liées aux 
constantes c; et C par 
a=Ve+c, tga— Er (21,9) 
Ainsi, au voisinage de sa position d'équilibre stable, un système 
effectue un mouvement oscillatoire harmonique. Le coefficient « 
devant le facteur périodiqne dans (21,8) s'appelle amplitude des 
oscillations, et l’argument du cosinus leur phase; a est la valeur 
initiale de la phase, et dépend évidemment du choix de l’origine 
des temps. La grandeur w est la fréquence angulaire des oscillations ; 
en physique théorique d’ailleurs, on l'appelle habituellement 
fréquence tout court, ce que nous ferons. 


1 Soulignons cependant que la grandeur 7 ne coïncide avec la masse que 
si x est la coordonnée cartésienne de la particule. 
2 On appelle souvent un tel système oscillateur linéaire. 
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La fréquence, qui ne dépend pas des conditions initiales du 
mouvement, est la caractéristique fondamentale des oscillations. 
Compte tenu de la formule (21,6) elle est complètement définie par 
les propriétés du système mécanique en tant que tel. Notons cepen- 
dant que cette propriété de la fréquence est valable dans l'hypothèse 
de petites oscillations, et disparaît lorsqu'on passe à un degré 
d’approximation supérieur. Cela signifie du point de vue mathé- 
matique qu'elle est valable si l'énergie potentielle est fonction du 
carré de la coordonnée t. 

L'énergie d’un système qui effectue de petites oscillations est 


ma? kzx2 m 


Et = (ed 6x) 


soit, en y portant (21,8) 


E = + ma. (21,10) 


Elle est proportionnelle au carré de l'amplitude des oscillations. 

Il est souvent commode de représenter la relation entre la coor- 
donnée du système oscillant et le temps par la partie réelle d’une 
expression complexe 


x = Re {Aeict}, (21,11) 
où À est une constante complexe ; en l’écrivant sous la forme 
A = aeït, (21,12) 


nous revenons à l'expression (21,8). La constante À est appelée 
amplitude complexe; son module coïncide avec l’amplitude ordinai- 
re, et son argument avec la phase initiale. 

Il est plus simple au point de vue mathématique d'opérer avec 
des facteurs exponentiels qu'avec des facteurs trigonométriques, 
puisque la différentiation ne change pas leur forme. Par suite, tant 
que nous n’effectuons que des opérations linéaires (addition, mul- 
tiplication par des coeîficients constants, différentiation, intégra- 
tion), on peut laisser de côté la partie réelle pour n’y revenir que 
dans le résultat final des calculs. 


Problèmes 


4. Exprimer l’amplitude et la phase initiale des oscillations en fonction 
des valeurs initiales x, et v, de la coordonnée et de la vitesse. 


Réponse: 
FT 0 
V6 Vo 
a — 28 + —— tg a — — : 
V ô + w2 ? g @To 


1 Elle n’est, par conséquent, pas valable si pour x — 0 la fonction U (x) 
a un munimum d'ordre plus élevé, c’est-à-dire U # (x), n => 2 (voir problème 
2a, $ 11). 


6* 
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2. Trouver le rapport des fréquences © et w’ de deux molécules diatomiques 
composées d’atomes de divers isotopes ; les masses des atomes sont égales respec- 
tivement à m4, mo et mi, ms. 

Solution. Puisque les atomes des isotopes interagissent de la même façon, 
k = k'. Les masses réduites des molécules jouent donc le rôle des coefficients 
dans les énergies cinétiques. On a par suite, d’après (21,6) 


L 


(a) mime (mi + M3) 


© VO mmmrme) 


3. Trouver la fréquence des oscillations d'un point de masse m, pouvant 
se déplacer sur une droite et fixé à un ressort dont l’autre extrémité est atta- 


Fig. 22 Fig. 23 


chée en un point À (fig. 22) à une distance / de la droite. Le ressort, quand sa 
longueur est égale à 1, est tendu par une force F. 

Solution. L'énergie potentielle du ressort est égale (aux infiniment petits 
d'ordre supérieur près) au produit de la force F par l'allongement Ô/ du ressort. 
Pour zx lon a 


HS 2 
= Vraie, 
21 
de sorte que U—Fzr?/2l. Et puisque l'énergie cinétique est mz2/2, on à 
= F 
_ ml 


4. Même problème, le point m se déplaçant sur un cercle de rayon r 
fig. 23). 
Fe Solution. Dans ce cas, l'allongement du ressort (pour p< 1) est 


Ce = r(lrr) 
ôl= V/r2+(14r)?—2r (l+-r) cos @ —1 & op 4e 


1 : ÿ 5 
L'énergie cinétique est T er mr2p2. D'où la fréquence 
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5. Trouver la fréquence des oscillations du pendule représenté sur la fig. 2, 
dont le point de suspension (de masse m4) peut se mouvoir sur une droite hori- 
zontale. 

Solution. Pour ® & 1 la formule obtenue au problème 3, $ 14 donne 


mimol? mogl 
= 712 GE,  U— 
Zi m) | 2 


7/2 Em) g (m1 + mo) 
mal 

6. Déterminer la forme de la courbe le long de laquelle (dans un champ de 
pesanteur) un point matériel est en mouvement oscillatoire telle la fréquence 
des oscillations ne dépend pas de l'amplitude. 

Solution. La condition imposée sera satisfaite par une courbe le long de 
laquelle la particule aura une énergie potentielle U = ks2:2, où s est la longueur 
de l’arc comptéce à partir de la position d'équilibre; l'énergie cinétique sera 


alors T = ms? 2 (m masse de la particule) et la fréquence des oscillations © = 


= Vhim indépendamment de la valeur initiale de s. 
Mais dans un champ de pesanteur, U — mgy, où y est la coordonnée verti- 
cale. On a par suite ks?/2 — mgy, soit 


D'où 


2? 
_ à. 
ee 


D'autre part, ds2— dx?+ dy? d’où : 


ds \2 ” V g 
AUOEONE EE 
Pour faciliter l'intégration pesons : 


_. & 
re (1 — cos Ë). 
On a alors 


ZE (E-+sin à). 


Ces deux égalités déterminent sous forme paramétrique l'équation de la 
courbe cherchée ; c'est une cycloïde. 


$ 22. Oscillations forcées 


Considérons maintenant les oscillations dans un système soumis 
à l’action d’un champ extérieur variable ; on les appelle oscillations 
forcées, à la différence des oscillations dite libres que nous avons 
étudiées au paragraphe précédent. Les oscillations étant toujours 
supposées petites, cela sous-entend que le champ extérieur doit être 
suffisamment faible, sans quoi il pourrait provoquer un déplace- 
ment x trop grand. 


Outre son énergie potentielle propre + ke, le système possède 
dans ce cas une énergie potentielle U, (x, t) due à l’action du champ 
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extérieur. En développant cette dernière en série par rapport à la 
quantité petite x, on obtient 


U,(x, D) Ue (0, t)+x 


CLIP 
0x 


x=0 


Le premier terme est fonction du temps seul, et peut donc être né- 
gligé (en tant que dérivée totale par rapport à & d'une autre fonction 
du temps) dans la fonction de Lagrange. Dans le second terme, la 
dérivée —0U./0x est la « force » extérieure agissant sur le système 
dans sa position d'équilibre; c’est une fonction donnée du temps 
que nous désignerons par F (t). Ainsi, dans l'énergie potentielle 
apparaît le terme —xF (f), de sorte que la fonction de Lagrange du 
système sera 
2 kx2 


Le +2 (ti). (22,1) 


L’équation du mouvement correspondante est 


mx -}- kxz= F(t), 
ou 
raz =LF (+), (22,2) 


où nous avons de nouveau introduit la fréquence © des oscillations 
libres. 

Comme on le sait, la solution générale d’une équation différen- 
tielle linéaire avec second membre à coefficients constants s’obtient 
sous la forme d’une somme de deux expressions: x — xo + x1, 
où zx, est la solution générale de l’équation sans second membre, 
et x, une intégrale particulière de l'équation avec second membre. 
Dans le cas considéré x, représente les oscillations libres étudiées 
au paragraphe précédent. 

Considérons le cas intéressant où la force extérieure est égale- 
ment une fonction périodique simple du temps, de fréquence y: 


F (t)= j cos (t+B). (22,3) 
Cherchons l'intégrale particulière de l’équation (22,2) sous la for- 
me æz, — b cos (yé + B) avec le même facteur périodique. En subs- 
tituant dans l'équation, on a b — f/m (©? — y). En ajoutant 
la solution de l'équation sans second membre, on obtient l'intégrale 
générale suivante : 


z= a cos (ot + a) + Er C0 (yt + PB). (22,4) 


Les constantes arbitraires a et a sont déterminées par les conditions 
initiales. 


OSCILLATIONS FORCÉES | 87 


De cette façon, sous l’action d’une force extérieure périodique, 
le système effectue un mouvement qui se présente comme l’ensem- 
ble de deux oscillations, l’une avec la fréquence propre w du système 
et l’autre avec la fréquence y de la force extérieure. 

La solution (22,4) n’est pas applicable au cas dit de résonance, 
où la fréquence de la force qui provoque les oscillations du système 
coincide avec la fréquence propre de celui-ci. Pour trouver dans ce 
cas la solution générale de l'équation du mouvement, écrivons 
l'expression (22,4) sous la forme 
Tes los (vé + B)— cos (wi + B)] 


:m (w2 


x — a COS (ot + &) +- 


Lorsque y—> œ le deuxième terme donne une indétermination du 
type 0/0. Développons-la d’après la règle de L’Hospital : 


x = a cos (of + à) + + t sin (wt +). (22,5) 


Ainsi, dans le cas de la résonance, l’amplitude des oscillations croît 
linéairement avec le temps (tant que les oscillations ne cessent 
pas d’être petites et que toute la théorie exposée reste applicable). 

Montrons encore comment s'expriment les petites oscillations 
au voisinage de la résonance, c’est-à-dire lorsque y — © -+ € où € 
est petit. Ecrivons la solution générale sous la forme complexe 


x = Aeint + Beito+e)t — (A + Beïtt) eiat, (22,6) 


Puisque la quantité À + Beîtt varie peu au cours d’une période 
2r/w du facteur eitt, on peut considérer le mouvement au voisinage 
de la résonance comme des petites oscillations, mais à amplitude 
variable t. 

Soit C cette dernière, on a: 


C=]A+Beîit]. 
En désignant respectivement À et B par aeï* et beïf on 
obtient : 
c?= a? + b? + 2ab cos (et + BP — «). (22,7) 
Ainsi, l’amplitude oscille périodiquement avec la fréquence € et 
varie entre les limites 
|a—b|<c<a-+b. 
Ce phénomène est appelé battements. 


L’équation du mouvement (22,2) peut également être intégrée 
sous sa forme générale quelle que soit la force extérieure F (#). Cela 


L Le terme « constant » dans la phase des oscillations varie aussi. 
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est facile si on l'écrit au préalable sous la forme 
de pr si ne : 1 
de (x + ior) — io (x +iox) = F (6) 
ou 


SE io F(b, (22,8) 


en introduisant la quantité complexe 


E—rtior. (22,9) 


L’équation (22,8) n’est déjà plus du second ordre, mais du premier. 
Sans second membre, sa solution serait £ — Aeïot avec À constante. 
Suivant la règle générale, cherchons pour l'équation avec second 
membre une solution du type £ — À (t)eï*t; pour la fonction 
A (t) on obtient l'équation 


ÀA()=<F (bei, 


dont l’intégration donne pour l'équation (22,9) la solution 
t 


E= eiot (EF (etat at + to}, (22,10) 


0 


où la constante d'intégration &, est choisie de façon à représenter 
la valeur de & à l'instant & — 0. Telle est la solution générale cher- 
chée ; la fonction x (£) est donnée par la partie imaginaire de l’expres- 
sion (22,10) (divisée par io) t. 

L'énergie d’un système qui effectue des oscillations forcées ne se 
conserve évidemment pas; le système acquiert de l'énergie aux 
dépens de la source de la force extérieure. Déterminons l'énergie 
totale transmise au système pendant tout le temps qu’agit la force 
(de —oo à +), l'énergie initiale étant supposée nulle. Selon la 
formule (22,10) (avec —co au lieu de zéro comme limite inférieure de 
l'intégrale et avec 6 (— co) — 0) on a pour { —+ w: 

[ECo)P = 


m 


\ F(t)e-iot dt|”. 


— Co 


D'autre part l'énergie du système lui-même est donnée par l’ex- 
pression 


E=S (re +2) = | Ep. (22,11) 


1 Bien entendu, la force F (t) doit être écrite ici sous sa forme réelle. 
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En y portant |£(oœ){?, nous obtenons pour l'énergie transmise la 
valeur 


ee Ex. d F (t) e-iot dt F (22,12) 


elle est donc définie par le carré du module de la composante de 
Fourier de la force F (t) avec une fréquence égale à la fréquence pro- 
pre du système. 

En particulier, si la force extérieure n’agit que pendant un court 


intervalle de temps (petit par rapport à +) on peut poser e-int = f. 
Alors 


116 2 
En \ F(t)dt). 
Ce résultat est évident a priori: il exprime le fait qu’une force de 
courte durée communique au système une impulsion \ Fdt n'ayant 
pas le temps de provoquer un déplacement notable. 


Problèmes 


4. A l'instant initial £—0 un système est au repos et en équilibre 


(x—0, x—0). Déterminer les oscillations forcées du système, dues à une force: 
F (t), dans les cas suivants : 
a) F—Cte= Fo. 
Réponse : 
_ Fo 
FT mo 


(1 — cos ot) ; 


l'action d’une force constante conduit à un déplacement de la position d’équi-- 
libre autour de laquelle s'effectuent les oscillations. 

b) F—at. 

Réponse : 


x = (wi — sin wi). 


moi 
c) F=Foe #. 
Réponse : 
2= Fo 
7 m(w2+ a?) 
d) F = Fpe 7% cos Bt. 
Réponse : 


Le 2 
(e at _cos oi + sin ot) : 


F 
= a { —(u?-+a2—p2) cos + 


++ (02 a2-L p2) sin wi-L e% [(w24 a&2— 2) cos Bt — 2a8 sin Bt] } 
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(on trouvera cette solution plus facilement en écrivant la force sous la forme 
complexe F = Foet-2HiB)t), 

2. Déterminer l'amplitude finale des oscillations d’un système, après action 
d’une force extérieure telle que F = 0 pour 1<0, F = FotiT pour 0 < t < 
<T,F = Fopourt => T (fig. 24) ; avant l'instant { — 0 le système se trouvait 
au repos et en équilibre. : 

Solution. Dans l'intervalle de temps 0  #  T, les oscillations, satisfai- 
sant à la condition initiale, ont la forme 


__ Fo 
7 mToë 


(ot—sin ot). 


Pour {> T cherchons une solution du type 


Fo 


x = ©1 cos © (é—T)+ c9 sin © (t—T)+ ce 


De la condition de continuité de x et x pour £—T, on tire 


Fo … 
A — To sin @7, 
Fo 
2 TS 1 — cos oT). 
D'où l'amplitude des oscillations 
| 2Fo . oT 
a — Var CE sin LE 


Notons qu’elle est d'autant plus petite que la « mise en jeu » de la force F4 est 
plus lente (c’est-à-dire que T est plus grand). 


F F 


ho 


l 
L é 1 5ÿ 
Fig. 24 Fig. 25 


3. Même problème dans le cas d’une force F, constante agissant pendant un 
temps limité T (fig. 25). 

Solution. On peut suivre la même méthode que dans le problème 2, mais il 
«st plus simple d'utiliser la formule (22,10). Pour # => T nous avons des oscilla- 
tions libres autour de la position x — 0; par suite 


T 
E— 0 etat \ e iot dt — : 0 ({—e tu etot ; 
m tOM 
0 


«et le carré du module de £ donne l'amplitude d'après la formule | £ |2=-: 42? 
D'où finalement : 


CR RL 
mo? 2 


SYSTÈMES À PLUSIEURS DEGRÉS DE LIBERTÉ 91 


4. Même problème dans le cas d’une force agissant pendant un intervalle 
de temps compris entre zéro et 7, et telle que F—Fot/T (fig. 26). 


Solution. On obtient de la même façon 


V/0272—2o1 sin @T + 2 (1—cos of). 


ne 


F 


Fig. 26 Fig. 27 


5. Même problème dans le cas d'une force agissant pendant un intervalle 
de temps compris entre zéro et T- et telle que F — Fosinot (fig. 27). 
Solution. En posant dans (22,10) 
F (t)= Fosin ot = F0 (io! ,—iet) 
et intégrant de zéro à 7, on obtient 


For 


a == : 
mo? 


$ 23. Oscillations des systèmes à plusieurs degrés de liberté 


La théorie des oscillations libres de systèmes à s degrés de liberté 
s’etablit de la même façon que pour les oscillations linéaires étudiées 
au $ 21. 

Posons que l’énergie potentielle U d’un système en fonction des 
coordonnées généralisées g; (i — 1, 2, ..., s) passe par un mini- 
mum pour q; — Gi. Introduisons les petits déplacements 


Ti — Gi —Gio (23,1) 


et développons ÜU par rapport aux x;, aux infiniment petits du 
second ordre près ; nous obtenons l’énergie potentielle comme forme 
quadratique définie positive : 
1 
> >, kintitr, (23,2) 
i, À 
où nous comptons de nouveau l'énergie potentielle à partir de sa 


valeur minimum. Puisque les coefficients k;: et kz; dans (23,2) 
sont multipliés par la même quantité x;x», il est clair qu’on peut 
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toujours les considérer comme symétriques par rapport à leurs 
indices 
ki = Kni. 


Pour l'énergie cinétique, qui est en général de la forme 
4 . 
5 > air (q) qiqn 
i,k 


(voir (5,5)), posons dans les coefficients g; —q;0; en désignant les 
constantes &;x (go) Par Mir, nous obtenons l'énergie cinétique comme 
forme quadratique définie positive 


_ > Mintir. (23,3) 
i,h 


Les coefficients m;x peuvent également être toujours considérés 
comme symétriques par rapport à leurs indices 


Mir — Mai. 
Ainsi, un système qui accomplit de petites oscillations libres a pour 
fonction de Lagrange : 
{ ie ‘ 
L=— T >» (Mirti — kintitr). (23,4) 
i,k 
Etablissons maintenant les équations du mouvement. Pour déter- 


miner les dérivées qu’elles renferment, écrivons la différentielle 
totale de la fonction de Lagrange 


À . . e e 
dL = 5 >. (Mirti din + Mirtr dt; — kint; dir —Kintr dx;). 
i,h 
Puisque la valeur de la somme ne dépend évidemment pas du 
choix des indices de sommation, remplaçons dans le premier et le 
troisième termes entre parenthèses i par kX et k par i ; tenant compte 
de la symétrie des coefficients m;x et k;r, on obtient 
dL=Y (Mint di — Kintr dti). 


D 


D'où il est clair que 


OL - ôL 
me COLOR ERS Se — > kind. 
0; k L k 


Les équations de Lagrange sont par conséquent 


2 Mirtr + 2 kintn = 0. (23,9) 
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Elles constituent un système des s (© — 1, ..., s) équations diffé- 
rentielles linéaires sans second membre à coefficients constants. 

Suivant la règle générale de résolution de ce genre d’équations, 
cherchons s fonctions inconnues x, (t) de la forme 


tn = À ei, (23,6) 


où les À; sont des constantes, pour le moment indéterminées. Por- 
tant (23,6) dans le système (23,5) et divisant tout par eî®!, nous 
obtenons un système d'équations algébriques linéaires et homogènes, 
auxquelles doivent satisfaire les constantes À; : 


D (— omin + kir) Ar = 0. (23,7) 
À 


Pour que ce système ait des solutions non nulles, son déter- 
minant doit s’annuler 


LÆin — omir | = 0. (23,8) 


L'équation (23,8) dite caractéristique, est une équation de degré s 
par rapport à w?. Elle a en générals racines réelles et positives distinc- 
tes où (a — 1, 2, ..., s) (dans certains cas particuliers quel- 
ques-unes de ces racines peuvent coïncider). Les grandeurs w, ainsi 
définies sont appelées fréquences propres du système. 

Des considérations physiques rendent évident a priori le carac- 
tère réel et positif des racines de l’équation (23,8). En effet, suppo- 
sons que o ait une partie imaginaire; dans les relations (23,6) qui 
donnent les coordonnées x, en fonction du temps (et par conséquent 


aussi les vitesses x;) on aurait alors un facteur croissant ou décrois- 
sant exponentiellement. Mais l’existence d’un tel facteur dans le cas 
donné est inadmissible, puisqu'elle conduirait à une variation dans 
le temps de l'énergie totale £ — U + T du système, en contradic- 
tion avec la loi de conservation de celle-ci. 

On peut aboutir à la même conclusion par une méthode pure- 
ment mathématique. En multipliant l’équation (23,7) par la quan- 
tité conjuguée A et sommant par rapport à i, on a 


D (— mir + kin) AFAr = 0, 


i,hR 


o?— > kin AÏ An 
D min AŸ An 


Les coefficients k;, et mir étant réels et symétriques, les formes 
quadratiques au numérateur et au dénominateur de cette expres- 
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sion sont réelles; en effet 


D kr AtAr)" = Ù ki A; At = Ÿ ki A;AË = Ù ki ArAŸ. 
i,hk i,kR i,k i.k 


Elles sont essentiellement positives, et par suite æ? est également 
positif !, 

Une fois les fréquences w, trouvées, portons chacune d’elles dans 
les équations (23,7), ce qui nous donnera les valeurs correspondan- 
tes des coefficients A4. Si toutes les racines «, de l'équation caracté- 
ristique sont distinctes, les coefficients A; sont, on le sait, propor- 
tionnels aux mineurs du déterminant (23,8), dans lequel © est rem- 
placé par ses valeurs correspondantes &w,; soit A, ces mineurs. 
On a par suite comme solution particulière du système (23,5) 


io. t 
TR — AgoCae #' 
où C4 est une constante (complexe) arbitraire. 
La solution générale est donnée par la somme des solutions 
particulières. Prenons la partie réelle que nous écrirons sous la 
forme 


m=Rel D AC eve) = S AnOe, (23,9) 
a=1 (24 


où nous avons posé 
84 = Re {Cac ai}. (23,10) 


Ainsi la variation de chacune des coordonnées du système dans 
le temps est la superposition de s oscillations périodiques simples 
@,, @», ..., @, d’amplitudes et de phases arbitraires, mais de 
fréquences complètement déterminées. 

La question se pose naturellement de savoir s’il n’est pas pos- 
sible d'exprimer les coordonnées généralisées de telle façon que cha- 
cune d'elles accomplisse une seule oscillation simple. La forme 
même de l'intégrale générale (23,9) indique le moyen de résoudre 
ce problème. 

En effet, en considérant les s relations (23,9) comme un système, 
d'équations à s inconnues O,, nous pouvons, en résolvant ce système 


1 Le caractère défini positif de la forme quadratique construite sur les cocf- 
ficients k;x est évident d’après la définition de ceux-ci dans (23,2) pour les va- 
leurs réelles des variables. Mais si on écrit les grandeurs complexes sous la for- 
me explicite ag + ibz, nous obtenons (toujours par suite de la symétrie des 
ki) : 

Skin AFAn= D ki (ai —ib;) (ar ion) = D kinaçan + D Kinbibn, 
i,k i,k 4, k î 


c’est-à-dire la somme de deux formes définies positives. 
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exprimer les quantités @,, @»+, ..., ©, en fonction des coordonnées 
Li, To, «+, À. Par conséquent, on peut considérer les @, comme. 
de nouvelles coordonnées généralisées. Ces coordonnées sont dites 
normales (ou principales), et les oscillations périodiques simples 
qu’elles effectuent sont dites oscillations normales du système. 

Les coordonnées normales @, obéissent, comme le montre leur 
définition, aux équations 


O, +020, —0. (23,11) 


Cela signifie qu’en coordonnées normales les équations du mouve- 
ment se divisent en s équations indépendantes. L’accélération de 
chaque coordonnée normale ne dépend que de la valeur de cette 
même coordonnée, et pour déterminer celle-ci complètement en fonc- 
tion du temps, il suffit de connaître sa valeur initiale et celle de la 
vitesse qui lui correspond. En d’autres termes, les coordonnées 
normales d’un système sont complètement indépendantes. 

De tout cela, il résulte de façon évidente que la fonction de 
Lagrange exprimée en coordonnées normales se divise en une somme 
d'expressions dont chacune correspond à une oscillation linéaire 
de fréquence w,, c’est-à-dire prend la forme 


L= Se (62-0802), (23,12) 
œ 


où les m, sont des constantes positives. Au point de vue mathéma- 
tique cela signifie que par la transformation (23,9) les deux formes 
quadratiques — énergie cinétique (23,3) et énergie potentielle 
(23,2) — se ramènent simultanément à une forme diagonale. 

On choisit ordinairement les coordonnées normales de telle sorte 
que les coefficients des carrés des vitesses dans la fonction de Lagran- 
ge soient égaux à l’unité. Pour cela il suffit de définir les coordon- 
nées normales (que nous désignerons maintenant par Q,) par les 
égalités 

Qu = V Ma Ou (23,13) 
Alors 


L=+ D (03-080). 


Tout ce que nous avons dit reste à peu de chose près valable dans 
le cas où l’équation caractéristique compte une ou plusieurs racines 
multiples. La forme générale (23,9), (23,10) de l'intégrale des équa- 
tions du mouvement reste la même (le nombre s des termes étant 
le même) avec cette seule différence que les coefficients A3, cor- 
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respondant aux fréquences multiples ne sont plus des mineurs du 
déterminant, qui, comme on le sait, s’annulent dans ce cas 1. 

À chaque fréquence multiple (ou, comme on dit, dégénérée) 
correspond un nombre de coordonnées normales distinctes égal 
au degré de dégénérescence, mais le choix de ces coordonnées n'est 
pas univoque. Puisque dans l'énergie cinétique et dans l'énergie 
potentielle les coordonnées normales (de même w,) entrent sous 


la forme de sommes D 02 et ÿQ2 qui se transforment identiquement, 
on peut les soumettre à toute transformation linéaire laissant inva- 
riante la somme des carrés. 

Pour des oscillations tridimensionnelles d’un point matériel 
situé dans un champ extérieur constant, la détermination des coor- 
données normales est très simple. En plaçant l’origine des coordon- 
nées cartésiennes au minimum de l'énergie potentielle U (x, y, 2), 
nous obtenons celle-ci comme forme quadratique des variables 
zx, y, z3; l'énergie cinétique 


cr G+i +2 


({m masse de la particule) ne dépend pas du choix de la direction 
des axes de coordonnées. Par suite, il suffit d'amener, par une 
rotation convenable des axes, l'énergie potentielle à une forme 
diagonale. Alors 


Lt te) (a+ hs), (28,14) 


et on a le long des axes x, y, z des oscillations principales de 
fréquences 


H Æ pr 
op +, ap y. 


Dans le cas particulier d’un champ à symétrie centrale (4e = ko = 


2 
— k; = k, U — k—) , ces trois fréquences coïncident (voir problè- 
me 3). 


L'emploi des coordonnées normales donne la possibilité de rame- 
ner le problème des oscillations forcées d’un système à plusieurs 
degrés de liberté au problème des oscillations forcées linéaires. Comp- 


1 Le fait qu'il ne peut apparaître, dans l'intégrale générale, à côté des fac- 
teurs temporels exponentiels, de facteurs algébriques, est évident, d'après les 
mêmes considérations physiques qui excluent l'existence de « fréquences » com- 
plexes: la présence de tels facteurs contredirait la loi de conservation de 
l'énergie. 
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te tenu de l’action de forces extérieures variables, la fonction de 
Lagrange du système s'écrit 


L=L+ D Fit), (23,15) 
k 


où Zy est la fonction de Lagrange des oscillations libres. En subs- 
tituant aux coordonnées x, les coordonnées normales on obtient 


LS (QE 0802 + D fa (6) Qu (23,16) 


Aka 
* 2 Ve 
Les équations du mouvement sont alors 


Qu + DÈQa = fa (t) (23,17) 


et ne contiennent chacune qu’une fonction inconnue Q, (é). 


Problèmes 


1. Déterminer les oscillations d'un système à deux degrés de liberté si la 
fonction de Lagrange est | 
1 - L2 2 
= (22402) — À (02442) + ay 


(deux systèmes linéaires identiques de fréquence propre wo liés par une inter- 
action —azxy). 
Solution. Equations du mouvement 


Thoër=ay, y+oÿy=ar 
(23,6) donne : 
Ax(oÿ—@?)=aA,,  Ay (06 —@?) = Axe (1) 
Equation caractéristique : (6ÿ—w2)2=@?, d’où 
Hi—Hi—a, @—=0i+c. 
Pour w-—œ4 les équations (1) donnent Ax=Ay, et POUr © Ax=—Ay 
Par suite, 


= 7 (Qi + Qu 


1 
— V2 (Q1 —0Q2) 
(les coefficients 1/V2 correspondent à la normalisation des coordonnées indi- 


quées dans le texte). 
Pour «& & w (liaison faible) on a: 


Po, 1 à a 
D = Ds + Met . 


La variation de x et y représente dans ce cas l’addition de deux oscillations de 
fréquences voisines, autrement dit constitue un battement de fréquence © — 


7—640 
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—®, = «@ (voir $ 22). A l'instant où l’amplitude de la coordonnée x passe par son 
maximum, l'amplitude de y passe par son minimum et vice versa. 

2. Déterminer les petites oscillations d'un pendule double oscillant dans 
un plan (fig. 1). 

Solution. Pour de petites oscillations (q, € 1, @2 & 1) la fonction de Lagran- 
ge trouvée au problème 1, $ 5 prend la forme 


mu --m . m . ES ny mm m 
LEE GET HQE + malilapiqe — ET gg} — 2 glaé. 


Equations du mouvement : 
(my + ma) là a +-malapa+ (mime) gp1 0, 


Pi + la@a— gpr —0. 
Après substitution de (23,6) : 
A4 (mu + Ma) (8 — li ©?) — A2w? molo — 0, 
— A1l@? + A9 (g — low2) — 0. 


Racines de l'équation caractéristique : 
| o 


@?, TNT {(m1-+ m2) (li + le) + 


Æ Vu 5m) [@u me) U )?— 4m} 


Lorsque m, — co, les fréquences tendent vers les limites V/g 4 et V/g,2 qui 
correspondent aux oscillations indépendantes des deux pendules. 
3. Trouver la trajectoire d’une particule dans un champ central U — kr2'2 


(oscillateur spatial). 
Solution. Comme dans tout champ central, le mouvement s'effectue dans 


un plan. Soit x, y ce plan. La variation de chaque coordonnée x, y est une oscil- 
lation simple de même fréquence © — Vk/m; 
x. .aços (œ@t +), y-=b cos (wt--f) 


ou 
x—aCos®, y —b cos (+ Ë) — b cos à cos p— b sin ô sin y, 
où on a posé p-:œot+-@, Ô—B—a. Tirant de là cos et sin et formant la 
somme des carrés, on obtient l'équation de la trajectoire : 
x? y?  2xy ; 
— ee —'S 2 > 
T£ BE bd cos à — sin? Ô 


C'est une ellipse ayant pour centre l’origine des coordonnées !. Pour 6--0 
ou x, la trajectoire dégénère en un segment de droite. 


$ 24. Oscillations des molécules 


Si nous avons affaire à un système de particules réagissant les 
unes sur les autres mais ne se trouvant pas dans un champ exté- 
rieur, tous les degrés de liberté du système n'ont pas un caractère 


1 Le fait que dans un champ d'énergie potentielle U — kr?/2 le mouvement 
s'effectue suivant une courbe fermée, a déjà été rappelé au $ 14. 
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vibratoire. Un exemple typique de tels systèmes est donné par les 
molécules. Outre les mouvements constitués par les oscillations des 
atomes autour de leur position d'équilibre à l’intérieur de la molé- 
cule, celle-ci peut effectuer elle-même des mouvements de transla- 
tion et de rotation. 

Au mouvement de translation correspondent trois degrés de 
liberté. En général, il en existe autant pour la rotation, de sorte 
que des 3n degrés de liberté d’une molécule à n atomes 37 — 6 degrés 
correspondent à un mouvement vibratoire. Les molécules dans 
lesquelles tous les atomes sont distribués le long d’une droite font 
exception. Parler de rotation autour de cette droite n’a pas de 
sens, de sorte que les degrés de liberté correspondant au mouvement 
de rotation ne sont plus que deux, et on a alors 3n — 5 degrés de 
liberté vibratoires. 

Pour résoudre le problème mécanique des oscillations d’une 
molécule, il est utile d’exclure dès le début les degrés de liberté 
correspondant aux mouvements de translation et de rotation. 

Pour éliminer le mouvement de translation, il faut poser égale 
à zéro l'impulsion totale de la molécule. Puisque cette condition 
équivaut à considérer comme immobile le centre d'inertie de la 
molécule, on peut l’exprimer en écrivant que les trois coordonnées 
de ce dernier sont constantes. En posant r, =: r,0 + u, (où r,, est 
le rayon vecteur de la position d'équilibre immobile du aime ato- 
me, et u, son écart à partir de cette position), écrivons la condition 


>) Mara = Cite = > MaTao 
sous la forme 


Ÿ Maua — 0. (24,1) 


Pour éliminer la rotation de la molécule, il faut annuler son 
moment cinétique total. Puisque ce moment n'est pas la dérivée 
totale par rapport au temps d’une fonction des coordonnées, la 
condition pour qu'il soit nul ne peut être exprimée en général en 
posant égale à zéro une telle fonction. Le cas des petites oscilla- 
tions présente, cependant, une exception. En effet, en posant de 
nouveau Fr; =: Too + U, et en négligeant les infiniment petits du 
second ordre par rapport aux déplacements u,, mettons le moment 
cinétique de la molécule sous la forme suivante 


* d 
M — > Mata X Va © D) Marao X Uy = » Mal ao X U,. 
Avec cette approximation, il disparaîtra par conséquent si 
> MaTao X Us — 0 (24,2) 


(l’origine des coordonnées peut ici être choisie arbitrairement). 
7 
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Les oscillations normales d’une molécule peuvent être classées 
suivant le caractère du mouvement des atomes, en vertu de consi- 
dérations liées à la symétrie de répartition des atomes dans la molé- 
cule (positions d'équilibre). Il existe à cet effet une méthode géné- 
rale fondée sur l’emploi de la théorie des groupes; elle sera exposée 
dans un autre volume de ce cours !. Nous ne considérerons ici que 
quelques exemples élémentaires. 

Si les n atomes de la molécule sont situés dans un même plan, 
on peut distinguer les oscillations normales qui laissent les atomes 
dans ce plan, et les oscillations normales pour lesquelles les atomes 
sortent du plan. Il est facile de déterminer le nombre des unes et des 
autres. Puisque pour un mouvement plan il y a en tout 2n degrés 
de liberté, dont deux de translation et un de rotation, le nombre 
des oscillations normales qui laissent les atomes dans le plan est 
égal à 2n — 3. Les (3n — 6) — (2n — 3) — n — 3 autres degrés 
de liberté vibratoires correspondent aux oscillations pour lesquel- 
les les atomes sortent du plan. 

Dans le cas d’une molécule linéaire, on peut distinguer les oscil- 
lations longitudinales, qui conservent à la molécule sa forme recti- 
ligne, et les oscillations qui écartent les atomes de la droite. Puis- 
que, au mouvement de n particules sur une ligne correspondent 
n degrés de liberté, dont un de translation, le nombre des oscilla- 
tions pour lesquelles les atomes ne sortent pas de la droite est égal 
à nr — 1. Le nombre des degrés de liberté vibratoires d’une molé- 
cule linéaire étant 3n — 5, on aura 2n — 4 oscillations pour les- 
quelles les atomes sortiront de la droite. A ces oscillations cepen- 
dant correspondent nr — 2 fréquences distinctes, puisque chacune 
de ces oscillations peut être effectuée de deux façons indépendan- 
tes, c’est-à-dire dans deux plans perpendiculaires (passant par 
l’axe de la molécule); des considérations de symétrie montrent 
avec évidence que chaque paire d’oscillations normales ainsi obte- 
nue a une fréquence unique. 


Problèmes 
1. Déterminer les fréquences des oscillations linéaires d’une molécule tri- 
atomique symétrique ABÀ (fig. 28). On supposera que l'énergie potentielle de 


NX 
la molécule ne dépend que des distances AB et BA et de l’angle ABA. 
Solution. Les déplacements longitudinaux des atomes zx,, r2, ra sont liés 
d’après (24,1) par la relation 


ma (r1+ts) +mpto 0. 


D 


1 Voir Mécanique quantique. 
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A l’aide de celle-ci, éliminons x de la fonction de Lagrange du mouve- 
ment longitudinal de la molécule : 
ki 


Lea (+28 2 (ooet (as — ne] 


puis introduisons les nouvelles coordonnées 


Qa = 21 + ts, Qs = T1 — 23. 
Nous obtenons 


Ta ren ( Q+T4a 2 Os mn Qi @ 


(u—2mAa+ms masse de la molécule). On voit de là que Q, et @, sont à une 
normalisation près) des coordonnées normales. La coordonnée Q, correspond 


1 he 
| 


= es a ns an ru ds mm j: —————— —} 

@ 
3 2 2 ? { 
Rs + 
4 | 8 A 


Fig. 28 Fig. 29 
à une vibration antisymétrique par rapport au milieu de la molécule (x1 = x3 ; 
fig. 28,a) et de fréquence 
—. V SUIS 
mAmMmp 


La coordonnée Q, correspond à une vibration symétrique (x1 = 43: fig. 28,b) 


de fréquence 
k 
Os1 — = 


Les déplacements tiansversaue des atomes y4, yo, ya sont liés d’après 
(24,1) et (24,2) par les relations 


MA (Yi+ Vs) + Mmpya==0, yi—=y3 
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(oscillations symétriques de courbure: fig. 28,c). Soit kol202/2 l'énergie 


La # « Lé TN 
potentielle de courbure de la molécule, où & est l’écart de l'angle ABA par 
rapport à x; son expression en fonction du déplacement est 


8—+ [(y1 — y2) + (y3— y). 


Exprimant tous les déplacements y4, y», y3 en fonction de à, nous obtenons 
la fonction de Lagrange de l’oscillation transversale sous la forme 


MA porta MB 2 Hal? Mamposs _ kol? se 
L 5 (ir UE) + 5 và CR 126 7 0?, 


: 2kou 
ce 
(ti vd problème pour une molécule ABA de forme triangulaire 
ig. x 
Solution. D'après (24,1) et (24,2) les composantes des déplacements u des 
atomes dans les directions X et Y (fig. 29) sont liés par 


d’où la fréquence 


MA (ti za) + Mpro=0, 
MA (Yi y2) + Mmpy2— 0, 
sin & (Yi —y3) — cos à (x1 + 3) = 0. 


Les variations Ôl, et ôl, des distances AB et BA s'obtiennent en projetant 
les vecteurs u;— u2 et u;—u, sur les droites AB et BA: 


Ôly — (1 — x) Sin & +- (y4 — 9) Cos &, 
Ôlo— —(x3— 22) Sin à -(y3—y2) Cos «à. 


ZX 
La variation de l'angle ABA s'obtient en projetant les mêmes vecteurs sur 
les directions perpendiculaires aux segments AB et BA: 


1 | ; 
8 à (1 — 29) cos a — (ya — yo) sin a]-+- [—(23— #2) COS à — (y3— ya) Sin 0]. 


Fonction de Lagrange de la molécule 
kol? 


2 
5 — 0? 


m H ° . MB * ks 
L = (ui ui) + ui (OU + 812) — 
Introduisons les nouvelles coordonnées 
Qa=t1t Ta, si Ti—T3s Qs2—= Ya + Y3. 


Les composantes des vecteurs u s'expriment en fonction de ces coordonnées 
par les relations 


1 Â m 

T1 ni: (Qa + Qs1): 737 (Qa— %s4), Sos 7 Qa 
1 1 ue 

yi= (ds2 + Qa ctg à), y3= 7 (052— Qa ctg a). Y2— — mp Qs2- 


OSCILLATIONS DES MOLÉCULES 103 


et tous calculs faits, nous obtenons pour la fonction de Lagrange 


m 2MA , $ 
= F ! taper) QE + MA di 
RAM 2m À { ) ( 2mA . ] 
sh PE 2 + 2 — 
ù ES 9 QG 7 + ( mp LÉTU œ 1 | mB à 
2 2 
= F1 (k1 sin? & + 2k9 cos? &) — q22 a (k1 cos? à + 2k2 sin? &) — 


+ 451982 —- — (ke — #1) Sin & cos &. 
Cette relation montre que la Ro Qa correspond à une oscillation 


normale de fréquence 
k 2m : 
@2 = —1 (a+ a sina) ë 
? mB 


na 
antisymétrique par rapport à l’axe Y (x1—23; y1— —y3; fig. 29,a). 
Les coordonnées gqs1 et gs correspondent ensemble à deux oscillations 
3 8 2 b 1 
—— — "©  — —————— 
[A 8 
Fig. 30 


(symétriques par rapport à l'axe Y : sy —x3, yi=ys; fig. 29,b et c) dont 
les fréquences ©@,1 et w,2 sont définies comme les racines de l'équation 
caractéristique du second degré par rapport à w2: 


k 2m 2k 2m 2mkiko k 
262) "1 se 2 er ÉArys; 2 1020 
@4— [= (1+ “= cos a) + A (1+8 sin? }|+-< mp ; 

Pour 2œ«—n ces fréquences coïncident avec “eclles qui ont été trouvées 
au problème 1. 

3. Même problème pour une molécule linéaire asymétrique ABC (fig. 30). 

Solution. Les déplacements longitudinaux (x) et transversaux (y) des 
atomes sont liés par les relations 

matitMptot mots —0, mai + Mmpÿr + moy 0, 
Mali — Mocloys. 

Ecrivons l'énergie SL et de courbure sous la forme 


FL (17245 (op + RP 


x 


(2=lLh). Des nn a à ceux “ problème 1 conduisent à la 


valeur 
,_ kol2 ( BB, 41 ) 


1 OU \mco ma mp 


pour la fréquence de l'oscillation transversale et à l'équation du second 
degré rapport à «2) 


— 2 = ei > tes 
® Le (+ a) + k (+ # —) ]+ mampmc ÿ 


pour les fréquences @,, et @, des deux era longitudinales. 
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$ 25. Oscillations amorties 


Jusqu'à présent, nous avons toujours sous-entendu que le mou- 
vement des corps avait lieu dans le vide ou que l'influence du mi- 
lieu était négligeable. Dans la réalité, lorsqu'un corps se meut 
dans un milieu, celui-ci offre une résistance qui tend à ralentir 
le mouvement. L'énergie du corps se transforme alors finalement 
en Chaleur ou, comme on dit, se dissipe. 

Le mouvement n’est plus dans ces conditions un processus pure- 
ment mécanique, et son étude exige que l’on tienne compte du 
mouvement du milieu lui-même et de l’état thermique interne 
du milieu aussi bien que du corps. Notamment, on ne peut plus 
considérer en général que l’accélération du corps en mouvement 
n’est fonction que de ses coordonnées et de sa vitesse à un instant 
donné; autrement dit, il n’existe pas d'équations du mouvement 
au sens où on l'entend en Mécanique. Ainsi, le problème du mouve- 
ment d’un corps dans un milieu n'est plus un problème de Méca- 
nique. 

Il existe cependant une catégorie déterminée de cas où le mou- 
vement dans un milieu peut être décrit approximativement à l’aide 
des équations de la Mécanique, en y introduisant certains termes 
complémentaires. C’est le cas, par exemple, des oscillations de 
fréquences petites par rapport aux fréquences caractérisant les 
processus internes de dissipation. A cette condition, on peut con- 
sidérer que le corps est soumis à l’action d’une « force de frotte- 
ment » dépendant seulement (pour un milieu homogène donné) 
de sa vitesse. 

On peut en outre développer la force de frottement par rapport 
aux puissances de la vitesse si celle-ci est suffisamment petite. 
Le terme d'ordre zéro du développement est nul, puisque aucune 
force de frottement n’agit sur un corps immobile, et le premier 
terme qui ne s’annule pas est proportionnel à la vitesse. Ainsi, la 
force de frottement généralisée fr. agissant sur un système qui effectue 
de petites oscillations linéaires peut s’écrire 


Îtr = — ax, 


où æ est la coordonnée généralisée et à un coefficient positif; le 
signe moins montre que la force agit dans un sens opposé à celui 
de la vitesse. En ajoutant cette force au second membre de l’équa- 
tion du mouvement nous obtenons (voir (21,4)): 


mx = —kx — ax. (25,1) 
Divisons cette expression par m et posons 

k _ 2 CR 

5 0 = 2. (25,2) 
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o, est la fréquence des oscillations libres du système en l’absence 
de frottement. La grandeur À est appelée coefficient d’'amortisse- 
ment ?, 

Nous avons donc l'équation 


z + 2Ax+oir=0. (25,3) 


Suivant les règles générales de résolution des équations linéaires 
à coefficients constants, posons xz—e't et nous trouvons pour r 
l'équation caractéristique 


r? + 2hr + oi = 0, 
d’où 
oh at 


La solution générale de l'équation (25,3) est 
x — Cye”1t + coer2t, 


Il convient ici de distinguer deux cas. 
Si À <C@o, nous avons pour r deux valeurs complexes conjuguées. 
La solution générale de l'équation du mouvement peut alors 
s’écrire 
z=Ref{Aexp(—t+iVo—#t)}, 
où À est une constante arbitraire complexe. On peut écrire encore 
x = ae cos (œ@t + &), © — V w—4?, (25,4) 


où a et a sont des constantes réelles. Un mouvement exprimé à 
l’aide de ces formules constitue ce qu’on appelle des oscillations 
amorties. Une oscillation amortie peut être considérée comme une 
oscillation harmonique dont l’amplitude décroît exponentiellement. 
La vitesse de décroissance de l’amplitude est déterminée par le 
coefficient À, et la « fréquence » w des oscillations est plus petite 
que celle des oscillations libres en l’absence de frottement; pour 
À € &, la différence entre © et w, est un infiniment petit du second 
ordre. On pouvait s'attendre a priori à ce que le frottement diminue 
la fréquence, puisqu’en général il ralentit le mouvement. 

Si À € wo l'amplitude de l’oscillation amortie ne varie pres- 
que pas au cours d’une période 2r/w. Dans ce cas, le fait de considé- 
rer la valeur moyenne (au cours d’une période) des carrés de la 
coordonnée et de la vitesse a un sens, en négligeant, lorsqu'on prend 
cette moyenne, la variation du facteur e-}i. Ces carrés moyens sont 


1 Le produit sans dimension ÀT (T = 2x/w étant la période) est appelé 
décrément logarithmique de l'amortissement. 
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évidemment proportionnels à e-?hf. Par suite, l'énergie moyenne 
du système diminue suivant la formule 


E = Eve?" (25,5) 


où Æ, est la valeur initiale. 

Soit maintenant À => Les deux valeurs de r sont alors 
réelles et toutes les deux négatives. La forme générale de la 
solution est 


—(à- VA2-02) t < cer at VA?) Ë (25,6) 


T— Cie 

Nous voyons que dans ce cas, qui se rencontre si le frottement est 

assez important, le mouvement consiste en une décroissance de x, 

qui tend asymptotiquement (lorsque £ — oo) vers la position d’équi- 

libre (sans oscillation). Ce type de mouvement est appelé amortis- 
sement apériodique. 

Enfin, dans le cas particulier où À — «wo, l'équation caracté- 


ristique a une racine double r — —À. On sait que la solution géné- 
rale de l’équation différentielle est alors: 
x (ci+cot)eM. (25,7) 


C'est un cas spécial de mouvement apériodique, qui n’a pas non 
plus un caractère oscillatoire. 

Pour un système à plusieurs degrés de liberté, les forces de frot- 
tement généralisées correspondant aux coordonnées x; sont des 
fonctions linéaires des vitesses 


fit = — 2 in. (25,8) 


En partant de représentations purement mécaniques, on ne peut 
rien dire quant aux propriétés de symétrie des coefficients @;4 par 
rapport aux indices à et k. Mais les méthodes de la physique statis- 
tique ! permettent de montrer qu’on a toujours 


Qi —= Ai. (25,9) 


Par suite, les expressions (25,8) peuvent être représentées 
comme les dérivées 
0F 
fit = ——— (25,10) 


ÔT; 


1 Voir Physique statistique. 
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de la forme quadratique 


1 . 
F T9 Y QinTilr, (25,11) 
i,hk 


appelée fonction de dissipation. 
Les forces (25,10) doivent être ajoutées au second membre des 
équations de Lagrange 


Ôt; Ôx; 

La fonction de dissipation possède par elle-même une significa- 
tion physique importante: elle détermine l'intensité de la dissi- 
pation d'énergie dans le système. On peut s’en convaincre aisément 
en calculant la dérivée par rapport au temps de l'énergie mécani- 
que du ae On a 


a a | 2 s Fe 2 ti (5 F Fe) = — À CCR 2. 


n ÔT; Ôx; 


Puisque F est une fonction du second degré par rapport aux 
vitesses, le théorème d’Euler sur les fonctions homogènes montre 
que la somme dans la partie droite de cette formule est égale à 2F. 
Ainsi, 

dE 


<= —2F, (25,13) 


c'est-à-dire que la vitesse de variation de l'énergie du système 
est égale à deux fois la valeur de la fonction de dissipation. Puis- 
que les processus de dissipation entraînent une diminution d’éner- 
gie, on doit toujours avoir F =>0, c'est-à-dire que la forme quadra- 
tique (25,11) est essentiellement positive. 

Les équations des petites oscillations en présence de frottement 
s’obtiennent en ajoutant les forces (25,8) au second membre des 
équations (23,5): 


2 Mint + 2 kintr = — 2 GinTr. (29,14) 
Posons : 
Ta — Age"!, 


on obtient en divisant tout par e”! le système d'équations algé- 
briques linéaires suivant pour les constantes A4: : 


2 (minr? + œinr + kix) Ar = 0. (25,15) 
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Egalant à zéro le déterminant de ce système, nous trouvons 
l’équation caractéristique qui donne les valeurs de r: 


Iminr? + œinr + kin| = 0. (25,16) 


C'est une équation de degré 2s par rapport à r. Puisque tous ses 
coefficients sont réels, ses racines sont soit réelles, soit complexes 
conjuguées deux à deux. Les racines réelles sont toujours négatives, 
et les racines complexes ont une partie réelle négative. Dans le cas 
contraire, les coordonnées et les vitesses, et avec elles l'énergie du 
système, croîtraient exponentiellement avec le temps, alors que la 
présence de forces de dissipation entraîne une diminution de l'énergie. 


$ 26. Oscillations forcées avec frottement 


L'étude des oscillations entretenues en présence de frottement 
est tout à fait analogue à celle des oscillations sans frottement 
(voir $ 22). Nous nous arrêterons ici en détail sur le cas particulier 
intéressant où la force qui provoque les oscillations est périodique. 

En ajoutant au second membre de l'équation (25,1) la force 
extérieure cos yé et en divisant par m nous obtenons l'équation 
du mouvement suivante: 


. e. : Î 
z + 2x + or = = cos yé. (26,1) 
Il est commode de résoudre cette équation sous forme complexe ; 
remplaçons dans le second membre cos yé par eîvt 
‘ . . à AR je 
z + 2x + or = eivt, 
Soit x — Beïvt une intégrale particulière, on trouve pour B: 
_ f 
RTC TE TR ou 
Posant B — beïô, il vient pour b et Ô: 
ni 21y 
b — — ,  _tgô— : 26,3 
me (iv? + A7 Fo pui ai 
En séparant la partie réelle de l'expression Beïvt — bei (vfF6), nous 
obtenons une intégrale particulière de l'équation (26,1); en y ajou- 
tant la solution générale de l’équation sans second membre (que 


nous écrivons, pour fixer les idées, dans le cas où &9 = À), nous 
obtenons finalement 


x = aeTht cos {ot + a) + b cos (yt + 6). (26,4) 
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Le premier terme décroît exponentiellement avec le temps, 
de sorte qu’au bout d'un intervalle de temps assez long, il ne 
reste que le second terme 


x = b cos (yt + 6). (26,5) 


Bien que l'expression (26,3), qui donne l'amplitude b d’une 
oscillation forcée, croisse lorsque les fréquences y et © se rappro- 
chent, elle ne tend pas vers l'infini, comme c'était le cas pour la 
résonance en l'absence de frottement. Pour une amplitude donnée 
de la force f, l’amplitude des oscillations est maximum lorsque la 
fréquence y — V © — 2h? si À & wo, cette valeur ne diffère 
de ©, que par un infiniment petit du second ordre. 

Considérons le domaine au voisinage de la résonance. Posons 
Y = © + €, où e est petit; on considérera aussi que À & 9. On 
peut alors écrire approximativement dans (26,2): 


v2— = (y + @o) (y —@0) © 200€, 2ily & 2ikos, 
de sorte que 
pas (26,6) 
ou 


Î À 
b= ——" —, tg Ô——. 26,7 
2mop Ve? +2 Ë E ) 


Notons le caractère particulier de la variation de la différence 
de phase 6 entre l’oscillation du système et la force extérieure lors- 
que la fréquence de cette dernière varie. Cette diférence est toujours 
négative, c’est-à-dire que l’oscillation « retarde » sur la force exté- 
rieure. Loin de la résonance, pour les valeurs y << &5, 8 tend vers 
zéro, et pour les valeurs y = &ç, vers —n. La variation de & de zéro 
à —x s'effectue dans un domaine étroit de fréquences (de largeur 
À), voisines de &@,; pour y — & la différence de phase passe par 


la valeur — . . Notons ici qu’en l’absence de frottement la variation 


de phase de l’oscillation forcée égale à x effectue un saut pour 
y = ® (le second terme dans (22,4) change de signe) : le frottement 
« étale » ce saut. 

Lorsque le mouvement est stabilisé, c’est-à-dire lorsque le 
système effectue les oscillations forcées (26,5) son énergie reste 
invariable. En même temps le système absorbe continuellement 
de l’énergie (aux dépens de la source de force extérieure), énergie 
qui est dissipée par suite du frottement. Désignons par Z (y) la 
quantité d'énergie dissipée en moyenne par unité de temps en fonc- 
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tion de la fréquence de la force extérieure. On a d'après (25,13) 
T(y)=2F, 


où F est la valeur moyenne (pour une période d'’ascillation) de la 
fonction de dissipation. Pour un mouvement linéaire l’expression 


(25,11) de la fonction de dissipation se ramène à # — ax°/2 = 


Fig. 31 


— imx. En y portant (26,5) nous obtenons 
F — Amb?y? sin? (yé + 6). 


La valeur moyenne par rapport au temps du carré du sinus est 
égale à 1/2, de sorte que 


I (y) = Mmb?y?. (26,8) 


Au voisinage de la résonance, tirant de (26,7) l’amplitude de 
la vibration, nous avons 
AC ES EU (26,9) 
Tim LA 
Cette forme de relation entre l’absorption d'énergie et la fréquence 
est appelée dispersive. La valeur de | € | pour laquelle Z (e) est égale 
à la moitié du maximum (qui a lieu pour € — 0) est appelée demi- 
largeur de la courbe de résonance (fig. 31). Il est clair d’après (26,9) 
que dans le cas donné cette largeur coïncide avec le coefficient 
d'amortissement À. La hauteur du maximum 
2 
1 (0) 2 


Am 


est inversement proportionnelle à À. Ainsi, lorsque le coefficient 
d'amortissement décroît, la courbe de résonance devient plus étroite 
et plus haute, c’est-à-dire que son maximum devient plus aigu. 
Mais la surface sous la courbe de résonance reste inchangée. 
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Cette surface est donnée par l'intégrale 


Fra ( I (e) de. 
0 (O) 


0 


Puisque Z (£) décroît rapidement quand | e | augmente, de sorte 
que le domaine des | e& | grands ne joue aucun rôle, on peut en inté- 
grant écrire Î (e) sous la forme (26,9) et remplacer la limite infé- 
rieure par —c. On a alors 


ç F2 e d nf? 


Problème 


Diterminer les oscillations forcées en présence de frottement sous l’action 


d'une force extérieure f— fpe%*! cos yt. 
Solution. Résolvons l'équation du mouvement sous la forme complexe 


x = 2hkr or =- io ADEME ER 
m 


puis séparons la partie réelle de la solution. Nous obtenons comme résultat : 


z= be% cos (yt-+ 6), 
où 
TR  -— 
m V/(oi-La?—y2+2aÀ)2+ 4y2(&-1- À)? 
Let 
BE GE ar a 


$ 27. Résonance paramétrique 


Il existe des systèmes oscillants non fermés, pour lesquels le 
résultat de l’action extérieure se ramène à une variation dans le 
temps des paramètres du système !. 

Un système à une dimension a pour paramètres les coefficients 
m et 4 dans la fonction de Lagrange (21,3) ; s’ils dépendent du temps, 
l'équation du mouvement est 


(ma) + kr 0. (27,1) 


1 Exemple simple : un pendule dont le point de suspension effectue un mou- 
vement périodique donné sur une verticale (voir problème 3). 
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Si nous remplaçons t par une nouvelle variable indépendante + 
telle que dr = dt/m(t) cette équation prend la forme 
d?x 
a + Mhz = 0, 
C'est pourquoi en fait, et sans rien enlever au caractère général 
des raisonnements, il suffit de considérer l’équation du mouvement 
d?x 


er +o?(t)x=0, (27,2) 


que l’on obtiendrait à partir de (27,1) en posant m — Cte. 

La forme de la fonction « ({) est donnée par les conditions du 
problème ; supposons cette fonction périodique de fréquence y (et de 
période T — 2n/y). Cela signifie que 


o(t+T)=w(t), 


et par suite que toute équation du type (27,2) est invariante par 
rapport à la transformation & + # 1 T. [l s'ensuit que si x (é) est 
une solution de l’équation, la fonction x (£ + T) est aussi une solu- 
tion. En d’autres termes, si x, ({) et x2 (ft) sont deux intégrales 
indépendantes de l'équation (27,2), elles se transforment linéaire- 
ment l’une dans l’autre lorsqu'on remplace t par t +— T. Ceci étant, 
on peut ! choisir x, et x2 de façon telle que, quand on remplace t par 
t ! T, leur variation se ramène simplement à une multiplication 
par un facteur constant: 


H(i+T)=pu(t),  t(+T)= pare (1). 
La forme la plus générale les fonctions qui possèdent cette pro- 
priété est 

mu(t)= pr (0, 22 (0) = nf TTL (6), (27,3) 
où Il, (é) et Il: (t) sont des fonctions purement périodiques du temps 
(de période T). 

Les constantes u, et > dans ces fonctions doivent être liées 
par une relation déterminée. En effet, en multipliant les équations 
n+o(t)a=0, Ta + &2(t) ze — 0 
respectivement par x, et x, et en les retranchant membre à membre 

l’une de l’autre, on a: 


. CR d e- 0 
LiLo — Loli — PT (tite — TiTo) = 0 


1 Dans la mesure où les constantes u, et u2 ne coïncident pas. 
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ou 
Lio — Tito — Cte. (27,4) 


Mais pour des fonctions x, (ét) et x2 (4) quelconques du type (27,3), 
le membre de gauche de cette égalité se trouve multiplié par pue 
lorsqu'on remplace l'argument # par T. Par suite, pour que l’éga- 
lité (27,4) soit satisfaite dans tous les cas, il faut évidemment que 


bule — 1. (27,5) 


On peut tirer d’autres conclusions sur les constantes 14 et le 
en partant du fait que les coefficients de l'équation (27,2) sont 
réels. Si x (t) est une intégrale de cette équation, la fonction com- 
plexe conjuguée zx* (t) doit satisfaire à cette même équation. Il 
s'ensuit que le couple de constantes muy, u2 doit coïncider avec le 
couple u*, u>, c’est-à-dire que l’on doit avoir soit y — pu, soit 
u, et u réels. Dans le premier cas, compte tenu de (27,5), nous 
avons ay — 1/u*, c'est-à-dire | pu |? — | m2 (? — 1; les modules 
des constantes u, et u, sont égaux à l'unité. 

Dans le second cas, les deux intégrales indépendantes de l’équa- 
tion (27,2) sont de la forme 


ti(t)=UUTIL (#), 22(t)=u "TI (4), (27,6) 


où pu est un nombre réel positif ou négatif différant de l’unité. L'une 
de ces fonctions (la première ou la deuxième selon que | u | =1 ou 
[u|<<1) croît exponentiellement avec le temps. Cela signifie que 
l'état de repos du système (dans la position d'équilibre x — 0) 
sera instable : il suffira d’un écart de cette position aussi faible que 
l'on veut pour provoquer un déplacement x croissant très rapide- 
ment avec le temps. Ce phénomène est appelé résonance paramétrique. 


Soulignons en passant que si x et x ont initialement des valeurs 
strictement nulles, ils resteront nuls, ce qui n’est pas le cas dans 
la résonance ordinaire ($ 22), où le déplacement croît avec le temps 
(proportionnellement à t) même si sa valeur initiale est égale à zéro. 

Dégageons les conditions dans lesquelles apparaît la résonance 
paramétrique pour le cas important où la fonction & ({) diffère peu 
d’une valeur constante œg et est une fonction périodique 
simple 


@? (t)=0@$(1+h cos yt), (27,7) 


où la constante k & 1 (nous considérons À comme positif, ce qu'on 
peut toujours obtenir par un choix judicieux de l’origine du temps). 
Comme nous le verrons plus bas, la résonance paramétrique apparaît 
avec une intensité maximum lorsque la fréquence de la fonction 


8—640 
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@ (£) est voisine du double de la fréquence &5. Posons donc: 


y=200+E, 
où £ & Oo- 
Nous chercherons la solution de l’équation du mouvement ! 
+ @ [1 +R cos (200+ €) t]x — 0 (27,8) 


sous la forme 


x = a (t) cos (c++) 1+b(t) sin (os++) £, (27,9) 


où a (t) et b (t) sont des fonctions du temps qui varient lentement 
(par comparaison avec les facteurs cos et sin). Sous cette forme la 
solution n'est évidemment pas exacte. En réalité, la fonction x (t) 
contient également des termes dont les fréquences diffèrent de 
© + €/2 par un multiple entier de 2, + e; ces termes sont, 
cependant, des infiniment petits d'ordre supérieur par rapport 
à h, et on peut les négliger en première approximation (voir pro- 
blème 1). 

Portons (27,9) dans (27,8) et effectuons les calculs en ne conser- 
vant que les termes du premier ordre par rapport à €. Supposons 


en même temps que a = ea, b © eb (la validité de cette hypothèse 
dans les conditions de la résonance sera confirmée par le résultat). 
Les produits de facteurs trigonométriques doivent être développés 
sous forme de sommes 


cos (++) t.cos (2@0 + 8) t — 
= + cos (30++) t+ + cos (++) t 


etc., et conformément à ce qui a été dit plus haut, on doit lais- 
ser de côté les termes de fréquences 3(w+2€/2). Nous obtenons 


finalement 
— (24 + be + 200 b) &o Sin (+5) L + 


+ (20—ac+ Es a) &o COS (o++) t—0. 
Cette égalité est valable à condition que les coefficients de chacun 
des facteurs sin et cos s’annulent simultanément. Nous obtenons 


par conséquent un système de deux équations différentielles linéai- 


1 Une équation de ce type (avec y et k arbitraires) est appelée en physique 
mathématique équation de Mathieu. 
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res pour les fonctions a (ét) et b (t). Suivant la règle générale, cher- 
chons une solution proportionnelle à ef. On a alors 


sa+ + (+) b=—0, 


| (e— ee.) a—sb—0, 


et, pour que l’on puisse résoudre simultanément ces deux équa- 


tions, il faut que: 
#1 [(8) 6] e0 


La condition de résonance paramétrique est que s soit réel 
(c’est-à-dire s?>>0)1. Ainsi, la résonance paramétrique a lieu dans 
l'intervalle 

ho ho) 


EL . (27,11) 


autour de la fréquence 29 ?. La largeur de cet intervalle est pro- 
portionnelle à À et du même ordre de grandeur que les valeurs du 
coefficient d'amplification des oscillations s dans l'intervalle. 

La résonance paramétrique a lieu également pour des fréquences 
y de variation du paramètre du système voisines de valeurs telles 
que 2@9/n, où nr est un nombre entier quelconque. Cependant, 
quand » croît, la largeur des domaines de résonance (domaines 
d’instabilité) diminue rapidement, comme ”" (voir problème 2). 
La valeur du coefficient d'amplification des oscillations diminue 
également à l’intérieur de ceux-ci. 

Le phénomène de résonance paramétrique existe aussi en présence 
d'un faible frottement dans le système, mais le domaine d’insta- 
bilité se rétrécit alors quelque peu. Comme nous l’avons vu au $ 25, 
le frottement entraîne un amortissement de l'amplitude des oscil- 
lations en et, Par suite, l’amplification des oscillations dans le 
cas de résonance paramétrique suit une loi en e&-Mt (avec s positif 
donné par la solution du problème sans frottement), et la limite du 
domaine d'’instabilité est déterminée par l'égalité s — À — 0. 
Ainsi, en tirant s de (27,10), nous obtenons pour le domaine de 


1 La constante u dans (27,6) est liée à s par la relation u — —e%/®0 (lors- 
qu’on remplace t par & + 2n/2&, les cos et sin dans (27,9) changent de signe). 

2 Si on s'intéresse seulement aux frontières du domaine de résonance (et 
non à l'expression de s dans celui-ci), on peut simplifier les calculs en remar- 
quant que sur ces frontières s — 0, c’est-à-dire que les coefficients a et b 
dans (27,9) sont constants; nous trouvons alors tout de suite les valeurs 
€ = + h@9/2 correspondant aux frontières du domaine (27,11). 


8* 
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résonance, au lieu de (27,11), l'inégalité: 


y (Re) -am<ecy (fe) une. (27,12) 


Ceci étant, soulignons que la résonance n'est pas possible pour 
une amplitude À aussi petite que l’on veut, mais seulement pour 
une amplitude supérieure à un «seuil» , déterminé, égal dans 
le cas de (27,2) à 

4h 
hr—=— . 
O1) 
On peut montrer que, pour des résonances au voisinage des fré- 


quences 2@,/n, la valeur du seuil hk; est proportionnelle à Ar, 
c'est-à-dire croît avec n. 


Problèmes 


1. Déterminer jusqu'aux grandeurs de l’ordre de h? les frontières du domai- 
ne d’instabilité, la résonance ayant lieu au voisinage de y — 200. 
Solution. Cherchons pour l'équation (27,8) une solution du type 


x — 49 COS (++) t + bo sin (a+) t+ 


—+- a4 Cos 3 (o0++) t+ b, sin 3 (a+) 1, 


où l’on tient compte également (contrairement à (27,9)) des termes d'ordre sui- 
vant par rapport à k. Comme nous ne nous intéressons qu'aux limites du domaine 
d’instabilité, nous considérerons les coefficients ao, bo, 41, b, comme constants 
(voir note 2, p. 115). Développons en sommes les produits de fonctions trigo- 
nométriques pour les porter dans l'équation (27,8), en laissant de côté les termes 


z E \ 2 e , . | 
de fréquences 5 CO + 5) qui ne seraient nécessaires que pour une approxi- 
mation supérieure. Nous obtenons : 

e? hoë ho € | 
ap (one) 44e + ha] 08 (on+-#) 22 

4 À 2 

€ 


2 how? 2 : 
+00 (oo +) — bo + oi | sin (oo+ +) iÆ 


hoÿ 2 BE 

se [+ ao —Soÿai | cos à (00++) 1+- 
2 

+[S bo— But | sin 3 (ao++-) 10. 


Es 
2 


mier et du second ordre, et dans les termes de fréquences 3 (o0++) , ceux 


Dans les termes de fréquences o--— on a gardé les infiniment petits du pre- 
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du premier ordre. Chacune des expressions entre crochets doit s'annuler sépa- 
rément. Les deux dernières donnent : 


= Ra bi bo; 
et les deux premières : 
hoÿ  E2 ho 
D PE TR 
En résolvant cette équation jusqu'aux termes de l’ordre de 2, nous 
obtenons les valeurs limites de e cherchées 


OpE + = 0. 


2. Déterminer les limites du domaine d'’instabilité pour une résonance 
au voisinage de y =. 
Solution. En écrivant Y—@9<+-e, nous obtenons l'équation du mouvement 


“ + @$ [1 +R cos (op -+e) t] x — 0. 


Compte tenu que les valeurs limites cherchées sont peu différentes de h2 (e — h?), 
cherchons une solution du type 


z = 49 COS (@p-+E) & + bo Sin (@p+E) t + a1 cos 2 (op + E) + b4 Sin 2 (op+E) + cs, 


où l'on tient compte à la fois des termes des deux premiers ordres. Pour 
déterminer les frontières du domaine d’instabilité, considérons à nouveau les 
coefficients comme constants, et nous obtenons : 


2 
[— 200€49 + #5 a+ ho | cos (@p + E) t + 
hoÿ : 
+ [ —2ocebo LA b | sin (@p+E€) t + 
hoÿ 7 
+ | —Suias n DRE «| Cos 2 (@p—+Ee) t + 


2 2 
— [Suis + b | sin 2 (@p+E) + L'oruë+ 5 ao | = 0. 


D'où on tire 


h h h 
Ag 40 De bo: A 0 
et finalement les deux limites 
5 | 
— —{ h?2 À 
& 5h Op: E AL Op: 


4 
3. Trouver les conditions de résonance paramétrique pour les petites 
oscillations d’un pendule plan dont le point de suspension oscille sur une 
verticale. 
Solution. La fonction de Lagrange, trouvée au problème 3, c, $ 5 donne 
pour des petites oscillations (q < 1) l’équation du mouvement 


p +0 (1442 cos Cup +e)1) p—0 


(où wÿ— g/l). Il est clair que le rapport 4a/l joue le rôle du paramètre 
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hk introduit dans le texte. La condition (27,11), par exemple, prend la forme 


2a Ve 
lel< Ve . 


$ 28. Oscillations anharmoniques 


Toute la théorie des petites oscillations exposée plus haut est 
fondée sur un développement des énergies potentielle et cinétique 
du système par rapport aux coordonnées et aux vitesses où ne sont 
conservés que les termes du second ordre; les équations du mouve- 
ment sont donc linéaires, et c’est ce qui nous a permis dans cette 
approximation de parler d’oscillations linéaires. Bien que ce déve- 
loppement soit tout à fait légitime lorsque les amplitudes des oscilla- 
tions sont suffisamment petites, le fait de tenir compte des appro- 
ximations suivantes (c'est-à-dire de l’anharmonicité ou non-linéarité 
des oscillations) conduit cependant à l'apparition de particularités 
du mouvement qui, quoique faibles, sont qualitativement nouvelles. 

Effectuons le développement de la fonction de Lagrange jus- 
qu'aux termes du troisième ordre. Dans l'énergie potentielle appa- 
raissent alors des termes du troisième degré par rapport aux Coor- 
données x;, et dans l'énergie cinétique, des termes contenant des 


produits des vitesses et des coordonnées de la forme x;xxx,; cette 
différence avec l'expression (23,3) est liée au fait que nous gardons 
des termes du premier ordre par rapport à x dans le développement 
des fonctions a;4(q). De la sorte, la fonction de Lagrange prendra 
la forme 


1 see À e. + 1 
L=Sr (Mintitr — kintitr) ++ >, RiiDiTRE — 7 > LikiTitRTr, 


i,hk i,k,l i,R,l 
(28,1) 


où les nixr, lin Sont de nouveaux coefficients constants. 

Si on passe des coordonnées quelconques x; aux coordonnées 
normales Q, (approximation linéaire), par suite du caractère linéaire 
de cette transformation, la troisième et la quatrième somme dans 


(28,1) se transformeront en des sommes analogues où les Q, et Q 


remplaceront les coordonnées x; et les vitesses x;. En désignant par 
AaBy et Hay les coefficients dans ces sommes, nous obtenons pour 
la fonction de Lagrange 


: 1 . + « 
L— + > (Qù — 06Q%) + TZ > lasyQoQ8Q» Cu, 
œ œ, B, Ÿ 


—+ Di HañrQaQ8Q (28,2) 


œ, B,vY 
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Nous n'allons pas écrire toutes les équations du mouvement 
qui découlent de cette fonction de Lagrange. L'essentiel est 
qu'elles sont de la forme 


Ou + 0kQ a = fa (Q; Q, Q), (28,3) 


où les f, sont des fonctions homogènes du second ordre des coor- 
données Q et de leurs dérivées par rapport au temps. 

Appliquant la méthode des approximations successives, cher- 
chons pour ces équations une solution du type 


Qu = Qu +Q%, (28,4) 


où Q® & QŸ et où les fonctions Q£ satisfont aux équations «non 
perturbées » 


QE + 208 —0 
c'est-à-dire représentant des oscillations harmoniques ordinaires 
QE — au COS (Dat + a). (28,5) 


Pour l’approximation suivante, en ne conservant dans le second 
membre des équations (28,3) que les termes du second ordre, nous 
obtenons pour les Q® les équations 


Ü + QP = fa (0%, 0, GE), (28,6) 


dans le second membre desquelles doivent être portées les expres- 
sions (28,9). Au total, nous obtenons des équations différentielles 
linéaires non homogènes, dont on peut transformer le second membre 
en sommes de fonctions périodiques simples. Aïnsi par exemple 


QR'OQF = daûp COS (Out + La) COS (opt + à&p) — 
= _ dal {cos [(Oa + 8) É + &o + ag] + cos [(@c — 08) { + ao — ap]}. 


Ainsi, dans les seconds membres des équations (28,6), on trouve 
des termes correspondant à des oscillations de fréquences égales 
aux sommes et aux différences des fréquences propres du système. 
Il faut chercher la solution de ces équations sous une forme qui 
contienne les mêmes facteurs périodiques, et nous arriverons à la 
conclusion que, dans la seconde approximation, aux oscillations 
normales du système, de fréquences w,, se  superposent des oscilla- 
tions supplémentaires de fréquences 


Où + @B (28,7) 


(en particulier les fréquences doubles 2w, et la fréquence 0 corres- 
pondant à un déplacement constant). Ces fréquences sont dites 
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combinatoires. Les amplitudes des oscillations combinatoires sont 
proportionnelles aux produits a,ag (ou aux carrés aÿ) correspondant 
aux oscillations normales. 

Dans les approximations suivantes, où l’on tient compte des 
termes d'ordre plus élevé dans le développement de la fonction de 
Lagrange, il apparaît des oscillations combinatoires dont les fré- 
quences sont des sommes et des différences d’un plus grand nombre 
de fréquences w,. De plus, on voit apparaître également un nouveau 
phénomène. 

En effet, dès l’approximation du 3° ordre, on trouve, parmi 
les fréquences combinatoires, des fréquences qui coïncident avec 
les premières fréquences œ&, (c'est-à-dire «4, + ©g — wg). En 
appliquant la méthode décrite plus haut au second membre des 
équations du mouvement, on aura par suite des termes de résonance 
qui feront apparaître dans la solution des termes dont l’amplitude 
croîtra avec le temps. Cependant, il est physiquement évident que 
dans un système fermé, en l’absence de sources extérieures d'énergie, 
il ne peut se produire d’accroissement spontané de l'intensité des 
vibrations. 

En fait, dans les approximations supérieures, il y a variation 
des fréquences fondamentales w, par rapport à leurs valeurs non 
perturbées w@ qui figurent dans l'expression quadratique de l’éner- 
gie potentielle. L'apparition de termes croissants dans la solution 
est liée à un développement du type 


cos (0Q° + Ao,) t cos @ft— 11, sin &Gé, 


évidemment illégitime lorsque { est assez grand. 

C’est pourquoi lorsqu'on passe aux approximations suivantes, 
la méthode des approximations successives doit être modifiée de 
telle sorte que les facteurs périodiques qui figurent dans la solution 
contiennent dès le début des valeurs exactes, et non approchées, 
des fréquences. Les variations des fréquences sont elles-mêmes déter- 
minées, dans la solution des équations, justement par la condi- 
tion qu'il n’y ait pas de termes de résonance. 

Appliquons cette méthode à des oscillations anharmoniques à 
un degré de liberté; écrivons la fonction de Lagrange: 


. mx? moË oo MA 3 MB à 
L'équation du mouvement correspondante est : 
z-+ OT = — Ar? — frs. (28,9) 


Nous allons chercher sa solution sous forme d’une série d’appro- 
ximations successives 
2 
LT — zx + x } + PARA 
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où 

xD = a cos ot (28,10} 
avec une valeur exacte pour & que nous chercherons ensuite elle- 
même sous forme d’une série @ = @9 + @% + @% +... (on 


peut toujours, par un choix judicieux de l’origine du temps, annuler 

la phase initiale dans x). Cependant, la forme (28,9) de l’équation 

du mouvement ne convient pas parfaitement, car lorsqu'on y porte 

(28,10), le premier membre ne devient pas strictement nul. Nous 

écrirons donc d’abord cette équation sous la forme équivalente 
(Os e. 2 . 

Pi x + ©? T= — ar? — Bas — { —$) g: (28,11) 

Posant ici x—2%+2%, ©o—o@+0% et négligeant les infini- 

ment petits d'ordre supérieur, nous obtenons pour x® l’équation 


2 Loire = —aa cos of + 206 a cos ot — 


aa? aa? 


p.008 2ot + 2096 a cos of. 


La condition imposée qu’il n’y ait pas de terme de résonance dans 
le second membre donne simplement &®"% — 0, en accord avec la 
méthode de recherche de la deuxième approximation exposée au 
début de ce paragraphe. Nous pouvons maintenant résoudre de la 
façon habituelle cette équation linéaire non homogène, ce qui nous 
donne 


xD = — Des Re _ D © cos 2ot. (28,12) 


Ensuite, posant dans (28,11)x—20 +132 +38, o—=@+0", 
nous obtenons pour x% l'équation 


x + x — —9ax 0x2 — pres + 20002 x (1 


soit, en portant dans le second membre les expressions (28,10) et 
(28,12), après une transformation simple : 


2 
29 + @? pie pù 2e Fc COS 3@É + 
0 


22 
# - = ap] cos @f. 


+ a [ 2000 + 


En égalant à 0 le coefficient du mo de résonance coswf nous 
trouvons une correction de la fréquence fondamentale proportion- 
nelle au carré de l’amplitude de la vibration: 
2 
oo (HE) 08. (28,13) 


809 120$ 
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L’oscillation combinatoire est donc du 3° ordre : 


x'® — 23 —i cos ot. (28,14) 


$ 29. Résonance dans les oscillations non linéaires 


Les termes anharmoniques dans les oscillations forcées d’un 
système entraînent l'apparition de propriétés essentiellement nou- 
velles dans les phénomènes de résonance. 

En ajoutant au second membre de l'équation (28,9) une force 
extérieure périodique (de fréquence y) on obtient: 

x + 2hx + ir = À cos yÉ— ax? — fr, (29,1) 
où on a écrit également la force de frottement, de coefficient d'amor- 
tissement À (qui sera plus bas supposé petit). Strictement parlant, 
lorsqu'on tient compte des termes non linéaires dans l'équation 
des oscillations libres, on doit également considérer les termes d’or- 
dres supérieurs dans l’amplitude de la force extérieure, termes qui 
correspondent à une dépendance possible de celle-ci à l'égard du 
déplacement x. Si nous n'écrivons pas ces termes, c’est dans le seul 
but de simplifier les formules; en effet, ils ne changent pas l'aspect 
qualitatif des phénomènes. 

Soit 


Y = Do + E 


(avec € petit), c’est-à-dire que nous nous trouvons au voisinage de la 
résonance ordinaire. Pour élucider le caractère du mouvement on 
peut se passer d’une étude directe de l’équation (29,1), si on utilise 
les considérations suivantes. 
Dans l’approximation linéaire, la relation entre l'amplitude 
b de l’oscillation forcée d'une part, l’amplitude f et la fréquence y 
de la force extérieure d'autre part, est donnée au voisinage de la 
résonance par la formule (26,7) que nous écrirons 
f? 
b? (e? + ??) = Amoë . (29,2) 
Le caractère non linéaire des oscillations conduit à une relation 
entre leur fréquence propre et l’amplitude ; écrivons-la sous la forme 


@p + xb?, (29,3) 
où la constante x s'exprime en fonction des coefficients d’anharmoni- 


cité (voir (28,13)). Remplaçons par conséquent dans la formule (29,2) 
(plus éxactement dans la différence petite Y — &©o5) wo par © + xb?. 
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En conservant la notation € — y — &, nous obtenons finalement 
l'équation 


b? [(e— xb2}? + A2] — (29,4) 


Re 


RP Vs)" 


L'équation (29,4) est du troisième degré par rapport à b°?, et ses 
racines . réelles déterminent l'amplitude des oscillations forcées. 
Examinons la relation entre cette amplitude et la fréquence de la 
force extérieure pour une amplitude f donnée de celle-ci. 

Pour des valeurs suffisamment petites de f l'amplitude b est 
également petite, de sorte que dans (29,4) on peut négliger les degrés 
de b supérieurs au second, ce qui nous ramène à la fonction b (e) 
(29,2) représentée par une courbe symétrique ayant son maximum 
au point € — 0 (fig. 32, a). À mesure que f croît la courbe se déforme, 
en conservant d’abord son caractère, c’est-à-dire avec un seul maxi- 
mum (fig. 32, b); ce dernier se déplace (pour x = 0) dans le sens 
de € positifs. Des trois racines de l’équation (29,4) une seule est 
ici réelle. 

Cependant, à partir d’une valeur déterminée f — f,; (que nous 
définirons plus bas), le caractère de la courbe change. Pour chaque 
valeur de f = fx il existe un domaine de fréquences déterminé dans 
lequel l'équation (29,4) a trois racines réelles; à ce domaine cor- 
respond la partie BCDE de la courbe sur la fig. 32, c. 


ou 


db 
Les limites de ce domaine sont définies par la condition TH — © 


aux points D et C. En dérivant (29,4) par rapport à € on obtient 
db — E£b — xb3 


de  e2+A2—4xeb2+ 3x2b4 * 
On détermine donc la position des points D et C en résolvant 
simultanément l'équation 
— dyb?e + 3x2b4 + A2 — 0 (29,5) 
et l'équation (29,4); les valeurs correspondantes de € sont toutes 
les deux positives. La valeur maximum de l'amplitude est atteinte 
au point = 0. On a alors e— xb? et (29,4) donne 


bmax = mot ; (29,6) 


cette valeur coïncide avec le maximum donné par la relation (29,2). 
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On peut démontrer (mais nous ne nous y arrêterons pas ici) 
que des trois racines réelles de l'équation (29,4), la racine moyenne 
(c’est-à-dire la partie CD de la courbe, représentée en pointillé 
sur la figure 32, c) correspond à des oscillations instables du système : 
toute action, aussi faible que l’on veut, sur un système se trouvant 
dans cet état, conduirait à un régime oscillatoire correspondant à 


ô 


Fig. 32 


Ja racine maximum ou à la racine minimum (c'est-à-dire aux parties 
BC ou DE de la courbe). De la sorte, seules les branches ABC et 
DEF correspondent à des oscillations réelles du système. La présence 
d’un domaine de fréquences admettant deux amplitudes différentes 
pour les oscillations constitue une particularité remarquable. 
Ainsi, lorsque la fréquence de la force extérieure augmente graduelle- 
ment, l’amplitude des oscillations forcées croît suivant la courbe 
ABC. Au point C il se produit une « rupture » de l’amplitude qui 
tombe brusquement à la valeur correspondant au point Æ, puis varie 
le long de la courbe EF (lorsque la fréquence continue à augmenter). 
Si maintenant on diminue de nouveau la fréquence de la force exté- 
rieure, l’amplitude des oscillations forcées varie suivant la courbe 
FD, saute du point D au point B, puis décroît suivant BA. 

Pour calculer la valeur de f;, remarquons qu’elle représente la 
valeur de f pour laquelle les deux racines de l'équation du second 
degré par rapport à b? (29,5) coïncident; pour f = f4 toute la par- 
tie CD se réduit à un point d’inflexion. En égalant à 0 le discrimi- 
nant de l’équation (29,5), on obtient #x?b4 — }?; la racine correspon- 
dante de l’équation est e — 2xb°. Portant ces valeurs de b et & 
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dans (29,4), il vient: 


8m202N3 
TR 0 

A côté du changement de caractère des phénomènes de résonance 
pour des fréquences y = &o, la non-linéarité des oscillations conduit 
aussi à l'apparition de nouvelles résonances dans lesquelles des 
oscillations dont la fréquence est voisine de «w, sont excitées par 


une force extérieure dont la fréquence diffère essentiellement de @. 


LQ o Lé # L 7 L 
Soit yæ - la fréquence de la force extérieure, c'est-à-dire 


4 


pe 


Dans la première approximation (appoximation linéaire) elle 
excite dans le système des oscillations de même fréquence et d’ampli- 


\ 


tude proportionnelle à l’amplitude de la force: 
A 


mo 


EU g cos (+) 

{en accord avec la formule (22,4)). Mais lorsqu'on tient compte 
des termes non linéaires, dans la deuxième approximation, ces 
oscillations font apparaître dans le second membre de l'équation 
du mouvement (29,1) un terme de fréquence 2y æ ©. Portons 21 
dans l’équation 


a Lire L'or L'art 22 + pres — — ax? 


en introduisant le cosinus de l'angle double et en ne gardant 
dans le second membre que le terme de résonance, on obtient : 
. . 2 
2 + 2x L'or? ax? + pres — — cos (@o + 2e). (29,8) 
Û 
Cette équation ne diffère de (29,1) que par le fait qu'au lieu de 
l'amplitude de la force f, elle contient une expression proportionnelle 
à f*. Cela signifie qu'il apparaît une résonance du même caractère 
que celle qui a été envisagée plus haut pour les fréquences y æ 5, 
mais d’intensité moindre. La fonction b (e) s'obtient en remplaçant 
f par — 8af*/9mu (et & par 2e) dans l'équation (29,4): 


16a2f4 
81mioi 


b2 [(2e— xb°)2 + A2] — (29,9) 


Soit maintenant 


Y = 200 + € 
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la fréquence de la force extérieure. En première approximation. 
nous avons 


xD = — cos (269 + €) é. 


3mOË 


En substituant x = 2% + x® dans l'équation (29,1) nous n’obte- 
nons pas de termes ayant le caractère d’une force extérieure de 
résonance, comme c'était le cas précédemment. Il apparaît cepen- 
dant une résonance de type paramétrique avec le terme du troisième 
ordre proportionnel au produit zzx%. Si de tous les termes non 
linéaires on ne conserve que celui-ci, on obtiendra pour x‘? l’équation 


2 D = 2h20 + OT = —Jarlytr) 
ou 
20 +220 + oÿ [1 — sn cos (20+e)t |2®—0, (29,10) 


c'est-à-dire une équation du type (27,8) (tenant compte du frotte- 
ment), conduisant, comme nous le savons déjà, à une instabilité 
des oscillations dans un intervalle de fréquences déterminé. 

Cette équation n’est cependant pas suffisante pour déterminer 
l'amplitude résultante des oscillations. Cette amplitude dépend des 
effets de non-linéarité; pour tenir compte de ceux-ci, il faut garder 
dans l’équation du mouvement les termes non linéaires par rapport 


D! 


à +23 


2D LITE LEr® L axt02 + pre — el cos (209 e)t-2?. 
0 
(29,11) 


La remarque que nous allons faire permet de simplifier beaucoup 
l’étude de ce problème. En posant dans le second membre de (29,11} 


zx? — bcos [ (+5) t+6] 


(où b est l’amplitude des oscillations de résonance cherchée et Ô un 
déphasage constant qui n’est pas essentiel pour la suite) et en écri- 
vant le produit des deux facteurs périodiques sous la forme d’une 
somme de deux cosinus, nous obtenons ici le terme de résonance 
ordinaire 
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(par rapport à la fréquence propre w, du système). Par suite, le 
problème se ramène de nouveau à celui de la résonance habituelle 
dans un système non linéaire, que nous avons étudié au début de 
ce paragraphe, avec cette seule différence que c’est maintenant la 
quantité afb/3w? qui joue le rôle de l’amplitude de la force exté- 
rieure (et qu’à la place de € on a e/2). Effectuons cette substitution 
dans l'équation (29,4), il vient 


RCE 


En résolvant cette équation par rapport à b, nous obtenons pour 
l'amplitude les valeurs possibles suivantes : 


b=—0, (29,12) 
mr [s+ ()-#]. (29,13) 
1-1")  œuo 


La relation entre b et & ainsi obtenue est représentée sur la 
fig. 33 (pour 40; si x<0 les courbes sont dirigées en sens 


ô 


Fig. 33 
inverse). Les points B et C correspondent aux valeurs 


e+y | so) ) #2. 


3moÿ 


A gauche du point B seule la valeur b — 0 est possible, c’est-à-dire 
qu'il n’y a pas de résonance et que les oscillations de fréquence 
Ææ@, ne sont pas excitées. Dans l'intervalle entre B et C nous avons 
deux racines: b — 0 (segment BC sur la fig. 33) et l'expression 
(29,13) (branche BE). Enfin, à droite du point C les trois racines 
(29,12), (29,13) et (29,14) existent. Cependant, ces valeurs ne cor- 
respondent pas toutes à un régime d'’oscillation stable. La valeur 
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b -- 0 est instable dans la partie BC !, et on peut démontrer que le 
régime correspondant à la racine (29,14) (intermédiaire entre les 
deux autres) est toujours instable. Sur la fig. 33 les valeurs insta- 
bles de b sont représentées en pointillé. 

Suivons, par exemple, le comportement d’un système initiale- 
ment «au repos » ? lorsqu'on diminue graduellement la fréquence 
de la force extérieure. Avant que le point C ne soit atteint, on a tou- 
jours b — 0, puis il se produit une « rupture » de cet état et on passe 
sur la branche EB. e continuant à diminuer, l'amplitude des oscil- 
lations décroît jusqu’à zéro au point B. Si alors on augmente la 
fréquence, l’amplitude des oscillations croîtra suivant la courbe BE *. 

Les cas de résonance que nous avons envisagés sont les cas fon- 
damentaux qui se produisent dans un système à oscillations non 
linéaires. Aux approximations supérieures des phénomènes de réso- 
nance apparaissent également sur d’autres fréquences. Strictement 
parlant, il doit y avoir résonance pour toute fréquence y telle que 
PO 


ny + Mmoo = © (n, m entiers), c'est-à-dire pour tout y — — où 


pet q sont aussi des nombres entiers. Cependant, à mesure que s'élève 
le degré d'approximation, l'intensité des phénomènes de résonance 
(ainsi que la largeur des domaines de fréquences dans lesquels ils 
doivent avoir lieu) diminue avec une vitesse telle, qu’en réalité, 
seules sont observables les résonances pour des fréquences y Æ po/q 
où p et g sont petits. 


Problème 


Déterminer la fonction b(e) pour une résonance aux fréquences y = 30. 
Solution. En première approximation 


xD = — 8 j cos (369 + E) £. 


moi 


1 Cet intervalle correspond justement au domaine de résonance paramé- 
trique (27,12), et en comparant (29,10) et (27,8), on a | k| —2af/3mu$. La, 
condition 
2af 


3 
moi 


> 4 


pour laquelle l'existence du phénomène envisagé est possible, correspond à l’iné- 
galité k > ha. 

? Rappelons que nous ne considérons ici que les oscillations de résonance. 
Leur absence ne signifie donc pas littéralement que le système est au repos; il 
s’y produira de faibles oscillations forcées de fréquence y. 

3 Il ne faut pas oublier que toutes ces formules ne sont valables que tant 
que l’amplitude b (et &) reste assez petite. En fait, les courbes BE et CF ne sont 
pas infinies, mais se rejoignent en un certain point ; lorsque celui-ci est atteint, 
le régime d’oscillation « s'arrête » et on a b = 0. 
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Pour la deuxième approximation (z(2) on tire de (29,1) l'équation 


a(2) + 2kr0@) + 8x (2) + azx(2)2 - Br(23 — — 3x0 r(22, 


où on n’a écrit dans le second membre que le terme qui donne la résonance 
envisagée. En y portant 


22) — D cos [ (c++) t+ s| 


Fig. 34 


et en sortant le terme de résonance du produit des trois cosinus, nous obte- 
nons dans le second membre de l'équation l'expression 


Sp cos [ (c++) 1— 2 | : 


32m0$ 


D'où il est clair que la relation entre b et & s'obtient en remplaçant dans 
(29,4) f par 3Bb2f/32$ et e par e/3: 


€ 2 9272 
b? [ (5 x?) + | = nos b4 = Ab, 


Cette équation a pour racines: 
b=0, 


2 © À Ve A? _ yo 
; 3x | 2 + x 3x | 4x2 he 


Sur la fig. 34 est représenté graphiquement le caractère de la relation 
entre b et € (pour x >0). Seules la valeur b—0 (axe des abscisses) et la 
branche AB correspondent à des régimes stables. Au point À correspondent 
les valeurs 

3 (4K2A2— A2) 


= 2 — 
ET 4kA ” x 


4n?22-L 42 
4K2A 


Le régime oscillatoire existe seulement pour & > Ex, avec une amplitude b > bx. 
Puisque l’état b — 0 est toujours stable, il faut une « impulsion » initiale 
pour exciter les oscillations. 

Les formules obtenues ne sont valables que pour de petits &. La petitesse de 
e garantit celle de À, si l'amplitude de la force satisfait à la condition À — À. 


9- 640 
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$ 30. Mouvement dans un champ à oscillations rapides 


Considérons le mouvement d’une particule soumise simultané- 
ment à l’action d’un champ constant U et d’une force 


f = f, cos ot +- f, sin ot, (30,1) 


qui varie dans le temps avec une fréquence ow élevée (f, et f: sont 
fonctions des seules coordonnées). Par fréquence « élevée » nous 
entendons une fréquence répondant à la condition © > 1/T où 
T est l’ordre de grandeur de la période du mouvement que la parti- 
cule effectuerait dans le seul champ U. La grandeur de la force f 
n’est pas supposée petite par rapport aux forces agissant dans le 
champ U. Nous admettrons cependant que le déplacement oscilla- 
toire de la particule provoqué par cette force est petit (ce déplace- 
ment sera désigné plus bas par Ë). 

Pour simplifier les calculs, considérons d’abord un mouvement 
linéaire dans un champ dépendant seulement de l’une des coordon- 
nées de l’espace, soit x. L’équation du mouvement de la particule 
est alors 


. dU 
mx — re À (30,2) 


D'après le caractère du champ qui agit sur la particule, il est 
clair a priori que le mouvement de celle-ci apparaîtra comme un 
déplacement le long d’une trajectoire « non perturbée », accompagné 
de petites oscillations (de fréquence w) autour de cette trajectoire. 
Ecrivons par conséquent la fonction x (t) sous la forme 


t(t)= À ()+E (6), (30,5) 


où Ë ({) représente les petites oscillations en question. 

La valeur moyenne de la fonction & ({) au cours d’une période 
2x/w est nulle, et pendant le même temps la fonction X (#) varie 
très peu. En désignant la valeur moyenne à l’aide d’un trait au-des- 


sus de la lettre, nous avons donc x =: X (t), c’est-à-dire que la 
fonction X (#) décrit le mouvement « non perturbé » moyen de la 
particule par rapport aux oscillations rapides. Cherchons l’équa- 
tion qui détermine cette fonction ?. 

Portant (30,3) dans (30,2) et développant par rapport aux puis- 
sances de £ (jusqu'aux termes du premier ordre), on obtient : 


mÂ+mE= ES HO DH+ESE. (80, 


1 La coordonnée x n’est pas nécessairement cartésienne, et le cocfficient 
m n’est pas nécessairement la masse de la particule, ni nécessairement constant. 
Cette hypothèse n’influe cependant pas sur le résultat final (voir plus bas). 

2 L'idée de la méthode ci-dessous appartient à Kapitsa (1951) 
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Dans cette équation figurent deux groupes de termes de caractère 
différent : oscillants et « non perturbés »; ils doivent évidemment 
se réduire entre eux dans chacun de ces deux groupes. Pour les termes 
oscillants, il suffit d'écrire : 


mE—f(X, t) (30,5). 


les autres renferment le facteur petit Ë, et par conséquent sont petits 


par rapport à ceux que nous avons écrits (en ce qui concerne la 


dérivée &, elle est proportionnelle à ©? qui est grand, et ne peut 
donc être considérée comme petite). Intégrons l'équation (30,5) 
en tirant f de (30,1) (la grandeur X étant considérée comme cons- 
tante), il vient: 


dir 


nu Î R] 
=: (30,6) 

Calculons maintenant la moyenne dans le temps de l’équation 
(30,4) (dans le sens indiqué plus haut). Puisque les valeurs moyen- 
nes des premières puissances de f et £ s’annulent, nous obtenons 
l'équation 


qui ne contient plus que la fonction X (ft). Ecrivons-la finalement 
sous la forme : 


. al 
mX = — a | (30,7) 
où «l'énergie potentielle efficace» est définie par! 
1. 1 , 
Det es le 0 ter Wide) (30,8) 


En comparant cette expression à (30,6), il est facile de voir que 
le terme supplémentaire (par rapport au champ Ü) ne représente rien 
d'autre que l’énergie cinétique moyenne du mouvement oscillatoire : 


Uen=U+E. (30,9) 


Ainsi, le mouvement moyen de la particule par rapport aux 
oscillations s'effectue comme si, outre le champ constant U, agissait 
un champ supplémentaire également constant dépendant du carré 
de l’amplitude d’un champ variable. 

On peut aisément généraliser le résultat obtenu au cas d’un 
système à un nombre quelconque de degrés de liberté représenté 


1 Si m dépend de x, ilest facile de vérifier, à l’aide de calculs un peu plus 
longs, que les formules (30, 7) et (30,8) restent valables. 


9* 
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par ses coordonnées généralisées q;. Pour l'énergie potentielle effi- 
cace on obtient (au lieu de (30,8)) l'expression 


1 — LE 
Uen=U+ Er Daufih=U+ DEEE, (80,10) 
i,k 1,R 


où les a;4 (en général fonctions des coordonnées) sont les éléments 
de la matrice inverse de la matrice des coefficients «;, de l'énergie 
cinétique du système (voir 5,9). 


Problèmes 


1. Déterminer les positions d'équilibre stable d'un pendule dont le point 
de suspension effectue des oscillations verticales de fréquence y élevée (y © 
> Val). | : 

Solution. La fonction de Lagrange obtenue au problème 3, c du $ 5 donne 
ici pour la force variable 


f—= —mlay? cos yt sin p 
(la grandeur x est représentée ici par l'angle ). D'où « l'énergie potentielle 
efficace » 
a?y2 os 
21 sin g) . 
Les positions d'équilibre stable correspondent au minimum de cette fonction. 
La direction verticale vers le bas (@—0) est toujours stable. Si la condition 


ay? > 2gl 
est remplie, la position verticale vers Le haut (p — x) sera aussi stable. 
2. Même problème pour un pendule dont le point de suspension oscille hori- 


zontalement. 
Solution. D’après la fonction de Lagrange obtenue au problème 3,6, $ 5, 


nous trouvons f := mlay? cos yt cos œ et 


Uerr = mgl (—cos P+ 


a2y? 
Uefr = mgl [ —cos P + Zel cos? | : 
Si a2y2< 2gl, la position g—0 est stable. Mais si a2y? © 2gl, la valeur 
2gl 
Cos Paye 


correspond à un équilibre stable. 


CHAPITRE VI 


MOUVEMENT DU SOLIDE 


$ 31. Vitesse angulaire 


En Mécanique on peut définir un corps solide comme un système 
de points matériels dont les distances mutuelles sont invariables. 
Les systèmes qui existent réellement dans la nature ne peuvent 
évidemment répondre qu'approximativement à cette condition. 
Mais pour la majorité des corps solides dans les conditions habituel- 
les, les changements de forme et de dimensions sont suffisamment 
faibles pour que, lorsqu'on étudie les lois du mouvement d’un solide 
considéré comme un tout, on puisse faire complètement abstraction 
de ces changements. 

Dans la suite, nous considérerons souvent le solide comme un 
ensemble discret de points matériels, ce qui permettra de simpli- 
fier plus ou moins les raisonnements. Cependant, cela n’est nulle- 
ment en contradiction avec le fait qu’on peut habituellement, 
en Mécanique, considérer un corps solide comme continu et laisser 
tout à fait de côté sa structure interne. Le passage des formules 
renfermant des sommations par rapport aux points discrets aux 
formules qui concernent le corps continu s'effectue simplement 
en remplaçant les masses des particules par la masse p dV contenue 
dans un élément de volume dV (p densité de masse), et en intégrant 
pour tout le volume du corps. 

Pour décrire le mouvement du solide, nous utiliserons deux 
systèmes de coordonnées: un système «immobile », c’est-à-dire 
galiléen XYZ, et un système de coordonnées x, = x, Z2 — y, Z3 = 2 
mobile, qui sera supposé en liaison rigide avec le corps solide et 
participant à tous les mouvements de celui-ci. Il est commode de 
placer l’origine du système mobile au centre d'inertie du corps. 

La position d’un solide par rapport au système immobile est 
complètement déterminée si l’on donne la position du système 
mobile. Soit R le rayon vecteur indiquant la position de l’origine O 
du système mobile (fig. 35). L'orientation des axes de ce dernier par 
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rapport au système immobile est définie par trois angles indépen- 
dants, de sorte qu'avec les trois composantes du vecteur R nous 
avons en tout six coordonnées. Ainsi, tout corps solide se présente 
comme un système mécanique à six degrés de liberté. 

Considérons un déplacement arbitraire infiniment petit du solide. 
On peut le représenter comme une somme de deux parties. L'une 


Fig. 35 


est une translation parallèle infiniment petite du corps, par suite 
de laquelle le centre d'inertie passe d’une position initiale à une 
position finale, sans changement d'orientation des axes du système 
immobile. L'autre est une rotation infiniment petite autour du 
centre d'inertie, par suite de laquelle le solide passe à sa position 
finale. 

Désignons par r le rayon vecteur d’un point P quelconque du 
solide dans le système de coordonnées mobiles, et par t le rayon 
vecteur du même point dans le système immobile. Un déplacement 
infiniment petit dt, du point P est alors formé d’un déplacement dR 
avec le centre d'inertie et d’un déplacement dg X r par rapport 
à ce dernier par rotation d’un angle infiniment petit dg [voir (9,1)1: 


dit=dR+dæxr. 
En divisant cette égalité par le temps dt mis pour effectuer le 
déplacement considéré en introduisant les vitesses 


dt dR dp | 
Pr D PAD 


nous obtenons la relation entre ces dernières 
v=V-Qir. (31.2) 
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Le vecteur V est vitesse du centre d'inertie du solide; on l’ap- 
pelle encore vitesse de son mouvement de translation. Le vecteur 
Q est appelé vitesse angulaire de rotation du corps solide; sa direc- 
tion (comme la direction de d) coïncide avec celle de l’axe de rota- 
tion. De sorte que la vitesse v d’un point quelconque du corps (par 
rapport au système immobile) peut être exprimée en fonction de la 
vitesse de translation du corps et de la vitesse angulaire de sa rota- 
tion. 

Il faut souligner que les propriétés spécifiques de l’origine des 
coordonnées comme centre d'inertie du corps n’ont absolument 
pas été utilisées pour établir la formule (31,2). L'avantage de ce 
choix n'apparaîtra que plus tard, lorsque nous étudierons l'énergie 
du corps en mouvement. 

Admettons maintenant que le système de coordonnées lié au 
solide par des liaisons rigides soit choisi de telle sorte que son origine 
ne se trouve pas au centre d'inertie O, mais en un point 0” placé 
à une distance a du point ©. Soit V’ la vitesse de déplacement de 
l'origine O’ de ce système et Q” la vitesse angulaire de sa rotation. 

Considérons à nouveau un point quelconque P du solide et soit r’ 
son rayon vecteur par rapport à l’origine O0’. On a alors r — r’ -j-a 
et, en portant dans (31,2) 


v=V--Qxa+Qxr. 


D'autre part, d’après la définition de V’ et Q”, on doit avoir 
= V'-Q' Xr’. Par suite: 


V'=V+Qxa, Q'—0Q. (31,3) 


La seconde de ces égalités est très importante. Nous voyons que 
la vitesse angulaire à laquelle tourne à chaque instant le système 
lié au corps est absolument indépendante de ce système. A l'instant 
donné, tous ces systèmes tournent autour d’axes parallèles les uns 
aux autres avec une vitesse Q@ unique en valeur absolue. Cette 
circonstance nous donne le droit d'appeler @ vitesse angulaire de 
rotation du solide en tant que tel. La vitesse du mouvement de 
translation n’a pas ce caractère « absolu ». 

Il est clair d’après la première formule (31,3) que si V et Q (à un 
instant donné) sont perpendiculaires entre eux dans un système 
de coordonnées d’origine O, ces mêmes vecteurs (c’est-à-dire V’ 
et Q’) seront également perpendiculaires par rapport à une autre 
origine 0’. D'après la formule (31,2), il est clair que dans ce cas 
les vitesses des points du corps seront placées dans le même plan, 
perpendiculaire à Q@. On peut donc toujours choisir une origine O”, 


1 Elle peut évidemment être située à l'extérieur du corps. 
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telle que sa vitesse V” soit nulle, de sorte que le mouvement du 
solide (à l'instant donné) se présentera comme un mouvement de 
rotation pure autour de l’axe passant par 0’. On appelle cet axe 
axe de rotation instantanée du corps !. 

Dans la suite, nous choisirons toujours l’origine du système de 
coordonnées mobile au centre d'inertie du corps, de sorte que l’axe 
de rotation de ce dernier passera par ce centre. Lorsque le corps 
se meut, il y a en général variation aussi bien de la valeur absolue 
de © que de la direction de l’axe de rotation. 


$ 32. Tenseur d'inertie 


Pour calculer l’énergie cinétique d’un solide, considérons celui-ci 
comme un système discret de points matériels et écrivons 


mu? 
T = » 2? 
où la sommation est effectuée pour tous les points qui composent 
le corps. Plus bas, comme ici, nous omettrons les indices qui numé- 


rotent ces points, afin de simplifier l'écriture. 
Compte tenu de (31,2), on a 


T= D (V+Qxr} = SE Vr+ 
+DmV(Axr) + 5 (0 x r}. 


Les vitesses V et Q@ sont les mêmes pour tous les points du solide. 
Par suite, dans le premier terme, V?/2 sort de sous le signe somme, 
et la somme Zm est la masse du corps que nous désignerons par u. 
Pour le second terme écrivons: 


DmV(Qxr)= D mr(V x Q)=(V x Q) D mr. 


D'où il est clair que si l’origine du système de coordonnées mobile 
est choisie, comme convenu, au centre d'inertie, ce terme s’annule 
puisque alors Zmr — 0. Pour le troisième terme enfin, développons 
le carré du produit vectoriel, et nous obtenons: 


TH TS m {Or — (Or)°}. (32,1) 


1 Dans le cas général où les directions de V et @ ne sont pas perpendiculai- 
res, on peut choisir l’origine des coordonnées de façon que V et @ deviennent 
parallèles, c’est-à-dire que le mouvement (à l'instant donné) sera constitué par 
l’ensemble d’une rotation autour q'un axe et d’une translation le long de ce mê- 
me axe. 
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Ainsi, l'énergie cinétique d’un solide peut être représentée sous 
la forme d’une somme de deux termes. Le premier de ceux-ci dans 
(32,1) est l'énergie cinétique du mouvement de translation: elle 
a la forme qu’elle aurait si toute la masse du corps était concen- 
trée dans son centre d'inertie. Le second terme est l’énergie ciné- 
tique d’un mouvement de rotation de vitesse angulaire @ autour 
d’un axe passant par le centre d'inertie. Soulignons que la possibi- 
lité de séparer ainsi l’énergie cinétique en deux parties est condition- 
née par le choix de l’origine du système lié au corps précisément au 
centre d'inertie de celui-ci. 

Ecrivons l’énergie cinétique de rotation en notations tensorielles 
c'est-à-dire en fonction des composantes zx;, Q; des vecteurs r, 
Q1, On a 

Trois D m {Qt — QiriQnm) — 


— _ > m {Q;Qdinti — Q;Ox;tr} = L Q,Q, > m (Tir — TiXh). 


On a utilisé ici l'identité Q,—6;,Qx où 6;2 est le tenseur unité 
(dont les composantes sont égales à l’unité pour i—k et à zéro 
pour i-=k). Introduisons le tenseur 


Lin = D m(xiôin — tirs), (32,2) 


et nous obtenons finalement l'expression de l’énergie cinétique du 
solide sous la forme 


T 


y2 
= TO. (32,3) 


La fonction de Lagrange du solide s’obtient en retranchant 
l'énergie potentielle de (32,3) : 


LT +000. (32,4) 


L'énergie potentielle est en général fonction des six variables qui 
déterminent la position du corps, par exemple, les trois coordon- 
nées X, Ÿ , Z du centre d'inertie et les trois angles définissant l’orien- 
tation des axes de coordonnées mobiles par rapport aux axes fixes. 

Le tenseur /;4, est appelé tenseur des moments d’inertie ou sim- 
plement tenseur d'inertie du corps. D’après sa définition (32,2), 


1 Dans ce chapitre les lettres à, k, Z désignent des indices tensoriels qui pren- 
nent les valeurs 1, 2, 3. En outre, nous appliquons partout la règle de sommation 
connue, selon laquelle les signes somme sont omis et la sommation par rapport 
aux valeurs 1, 2, 3 est sous-entendue pour tous les indices (dits « muets ») qui 
se répètent deux fois; ainsi, A;B;—AB, 4° — A;,A;=— A, etc. ; on peut évidem- 
ment changer la désignation des indices muets (à condition toutefois qu’elle ne 
coïncide pas avec celle des autres indices tensoriels figurant dans l'expression 
donnée). 
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il est évidemment symétrique: 


Jun = Lie (82,5) 
Ecrivons le tableau de ces composantes 
Dmp+) — Zmay — © maz 
Tir =T —Ù myx Dm(x? 22) — ŸS myz . (32,6) 
— Ÿ mzx — D mzy S m(x? + y?) 


Les composantes Z,+, 1,4, 12, Sont parfois appelées moments d'’iner- 
tie par rapport aux axes correspondants. 

Le tenseur d'inertie est évidemment additif : les moments d'’iner- 
tic d’un corps sont égaux aux sommes des moments d'inertie de ses 
parties. 

Dans la définition (32,2), si le solide peut être considéré comme 
continu, la somme sera remplacée par une intégrale étendue au 
volume du corps 


Lre \ p (26 — tite) dV. (32,7) 


Comme tout tenseur symétrique de second rang, le tenseur d’iner- 
tie peut être ramené à une forme diagonale par un choix approprié 
des directions des axes 21, Zz2, æ3. Ces directions sont appelées axes 
principaux d'inertie, et les valeurs correspondantes des composantes 
du tenseur, moments principaux d'inertie; désignons ceux-ci par /;, 
1, 13. Avec un tel choix des axes x1, x2, 3 l'énergie cinétique de 
rotation s'exprime de façon particulièrement simple: 


Trot — £ (L4Q7 -- TaQË -L 13). | (32,8) 


Remarquons qu'aucun des trois moments principaux d'inertie 
ne peut être supérieur à la somme des deux autres. Ainsi, 


Li+l= matt 2x)> Dim(x+at)=13 (32,9) 


On appelle foupie asymétrique un corps dont les trois moments 
principaux d'inertie sont différents. 

Un corps sera appelé toupie symétrique si deux de ses moments 
principaux sont égaux J, == 1, =£ 13. Dans ce cas, le choix de la 
direction des axes principaux dans le plan x,x, est arbitraire. 

Si enfin les trois moments principaux d'inertie coïncident, le 
corps est appelé toupie sphérique. Dans ce cas, les trois axes princi- 
paux d'inertie peuvent être choisis arbitrairement: on peut prendre 
trois axes quelconques perpendiculaires entre eux. 

La recherche des axes principaux d'inertie est beaucoup simpli- 
fiée si le solide possède une certaine symétrie; il est clair que la 
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position du centre d'inertie et les directions des axes principaux 
doivent posséder la même symétrie. 

Ainsi, si un corps possède un plan de symétrie, son centre d’iner- 
tie doit se trouver dans ce plan. Celui-ci contient également deux 
axes principaux d'inertie, et le troisième lui est perpendiculaire. 
Un système de particules réparties dans un plan constitue évidem- 
ment un cas de ce genre. Îl existe ici une relation simple entre les 
trois moments principaux d'inertie. Si on prend pour plan x;x2 le 
plan du système, on a alors, puisque xz3 == 0 pour toutes les parti- 
cules, 


1 NA à 
Ty= à, RE PE > ma, T3— >. m (x? +- x), 


de sorte que 
T3= 1; + 2. (32,10) 


Si le corps possède un axe de symétrie d'ordre quelconque, son 
centre d'inertie sera situé sur cet axe. L'un des axes principaux 
coïncidera avec cet axe, et les deux autres lui seront perpendiculai- 
res. Si l’ordre de l’axe de symétrie est supérieur à 2, le corps devient 
une toupie symétrique. En effet, on peut alors faire tourner chaque 
axe principal (perpendiculaire à l’axe de symétrie) d’un angle diffé- 
rant de 180°, c’est-à-dire que le choix de ces axes n’est plus unique, 
ce qui n’est possible que dans le cas d’une toupie symétrique. 

Ün cas spécial est constitué par un système de particules distri- 
buées le long d’une droite. Si on prend cette droite pour axe #3, 
on aura alors pour toutes les particules x, — x — 0, de sorte que 
deux moments principaux d'inertie coïncideront, le troisième étant 
nul : 


== Y ma, Is=0; (32,11) 


Un tel système est appelé rotateur. Ce qui donne à un rotateur son 
caractère particulier par rapport à un corps quelconque, c’est le 
fait qu'il a en tout deux (et non trois) degrés de liberté de rotation, 
correspondant aux rotations autour des axes x, et 2:; parler de la 
rotation d’une droite autour d’elle-même n’a évidemment aucun sens. 

Faisons une dernière remarque en ce qui concerne le calcul du 
tenseur d'inertie. Bien que nous ayons défini ce tenseur par rapport 
à un système de coordonnées ayant son origine au centre d'inertie 
(et c’est seulement avec cette définition que la formule fondamen- 
tale (32,3) est valable), il peut cependant apparaître plus commode 
de calculer d’abord le tenseur analogue 


Lin = D m(riôin — titi), 


défini par rapport à une autre origine O’. Si la distance OO" est 
donnée par un vecteur a, on a r—r' ta et x; —x;+a;; compte 
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tenu aussi que > mr—0 par définition du point 0, on trouve: 
Lin = Lin +u (a? ô;r — 4;ü). (32,12) 


D’après cette formule et connaissant /;4, il est facile de calculer 
le tenseur /;, cherché. 


Problèmes 


1. Déterminer les moments principaux d'inertie pour des molécules consi- 
dérées comme systèmes de particules, situées à des distances réciproques inva- 
riables, dans les cas suivants: 

a) Molécule dont les atomes sont répartis sur une droite. 

Réponse: 


pet DO momblèns  I3=0, 
ab 


où m, et mp sont les masses des atomes et Z,r la distance entre les atomes a 
et b; la sommation sera effectuée pour tousles couples d’atomes dans la molécule 
(chaque couple de valeurs a, b entrant une fois dans la somme). 


M 


a 1 


Fig. 37 


Pour une molécule diatomique, la somme se réduit à un seul terme, en don- 
nant un résultat évident a priori: le produit de la masse réduite des deux atomes 
par le carré de leur distance : 

mymMo 
La= Los = —<— 
1 27 mit 
b) Molécule triatomique ayant la forme d’un triangle isocèle (fig. 36). 

Réponse : Le centre d'inertie est situé sur la hauteur du triangle à une 
distance X2-— moh/u de sa base. Moments d'inertie : 


12. 


Lee, = 3). 13e ie. 


c) Molécule tétraatomique dont les atomes sont situés aux sommets d’une 
pyramide triangulaire droite (fig. 37). 

Réponse: Le centre d'inertie est situé sur la hauteur de la pyramide à une 
distance X3 — m2hju de sa base. Moments d'inertie : 
ma? 


2 ? 


= Te A. h2+ T3= ma?. 
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2 
Pour mi—mo, h=a V nous obtenons une molécule tétraédrique de mo- 
ments d'inertie 
Ti—= lo 13— ma. 
2. Déterminer les moments principaux d'inertie des corps homogènes 


continus suivants. 
a) Tige mince de longueur L. 


Réponse: L=ls= ul. I,3=0 (on néglige l'épaisseur de la tige), 
b) Sphère de rayon À. 
Réponse: 
Di=l2=l3=-uR? 
(i faut calculer la somme 7,+719+713—2p (re av) : 


c) Cylindre circulaire de rayon R et de hauteur h. 
Réponse : 


2 
H=l=t (r+7) ,  I=br 


{z3 axe du cylindre). 
d) Parallélépipède rectangle d’arêtes a, b, c. 
Réponse : 


H=Ï@+e), Le (e+a, IE (a2+6?) 


(les axes z1, 2, sa sont parallèles aux arêtes a, b, c). 

e) Cône circulaire de hauteur k» et de rayon de base À. 

Solution. Calculons d’abord le tenseur Zik par rapport à des axes ayant 
leur origine au sommet du cône (fig. 38). Le calcul s’effectue facilement en coor- 
données cylindriques et donne: 


R? F0 
h=hes [ (+) , Ts Tur. 
Le centre de gravité, Mn le montre un calcul simple. se trouve sur l'axe 
h 


du cône à une distance a = — du sommet. D’après la formule (32,12) on trou- 


4 
ve finalement 


; 3 h? TO 
h=l=li-pe =u(r+T), er Eure 


f) Ellipsoïde à trois axes de symétrie de demi-axes a, b, c. 

Solution. Le centre d'inertie coïncide avec le centre de l’ellipsoïde et les 
axes principaux d'inertie avec ses axes. L'intégration étendue au volume de 
l’ellipsoïide peut être ramenée à une intégration par rapport au volume d’une 
sphère au moyen du changement de coordonnées x = aË, y — bn, z =: c&, qui 
transforme l’équation de la surface de l’ellipsoïde 

a? y? 22 
mthitea 
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en équation de la surface de la sphère unité 
En +er=1. 


On obtient ainsi pour le moment d'inertie relatif à l'axe des x: 
Tip (\V (24-22) ax ay ds pate VV (6224262) à8 am at = 
— ae + 1! (b2+ 09), 


où 7’ est le moment d’inertie de la sphère de rayon unité. Tenant compte 
que le volume de l'ellipsoïde est égal a+ abc, on obtient finalement les 


moments d'inertie 
LL 
Date), = (a+) 1324 (2-62) 


3. Déterminer la fréquence des petites oscillations d'un pendule physique 
(corps solide oscillant dans un champ de pesanteur au voisinage d’un axe hori- 
zontal fixe). 

Solution. Soit Z la distance du centre d'inertie du pendule à l'axe de rota- 
tion, et &, B, y les angles formés par les directions des axes principaux d'inertie 


Cd 
%,%; 


T2 


T, 


Fig. 38 Fig. 39 


du pendule et l’axe de rotation. Comme coordonnée variable, faisons intervenir 
l’angle @ entre la verticale et la perpendiculaire menée du centre d'inertie sur 


l’axe de rotation. La vitesse du centre d'inertie est V — Ip, ct les projections 


de la vitesse angulaire sur les axes principaux d'inertie : ç cosæ, @ cos B, p cos Y. 
En considérant l’angle @ comme petit, nous trouvons l'énergie potentielle sous 
la forme 


U = pgl (1 — cos p) — £ uglo?. 
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La fonction de Lagrange est par suite 


2 L) . 
L= be PP (Z4 cos? a + To cos? B + T3 cos2y) p?— k£° p2. 
D'où la fréquence des oscillations 


ee MU 
ul? + 7, cos? « + I, cos? 6 + 13 cos? y ‘ 

4. Trouver l'énergie cinétique du système représenté sur la fig. 39; OA 
ct AB sont des tiges minces homogènes de longueur Z attachées par une charnière 
au point À. La tige OA pivote (dans le plan de la figure) autour du point O, ct 
l'extrémité B de la tige AB glisse Le long de l'axe Oz. 

Solution. La vitesse du centre d'inertie de la tige OA (situé au milieu de celle- 


ci) est 1p/2, où œ est l’angle AOB. L'énergie cinétique de la tige OA est donc 


Be. Je 
Ti pr qe 


(u masse d'une tige). | 
Les coordonnées cartésiennes du centre d'inertie de la tige AB sont 
LE: ; à ; : 
+ cos ®, Y=-;-sin p. Puisque la vitesse angulaire de rotation de cette 
tige est aussi égale à @, son énergie cinétique est 


: Je 12 | Jo? 
Ta=s £ (A Ya) pre EC (148 sin? p)p+, 


d'où l'énergie cinétique totale du système 


2 . 
ri (1-3 sin? q) 2 


(on a posé 7Z—ul?2/12 d'après le problème 2, a)). 

5. Trouver l'énergie cinétique d’un cylindre (de rayon R) roulant sur un 
plan. La masse du cylindre est répartie dans son volume de telle sorte que l’un 
des axes principaux d'inertie soit parallèle à l’axe du cylindre et passe à une 
distance a de celui-ci; le moment d'inertie relatif à cet axe est Z. 

Solution. Introduisons l’angle q entre la verticale et la perpendiculaire 
abaissée du centre de gravité sur l’axe du cylindre (fig. 40). On peut considérer 
le mouvement du cylindre à chaque instant comme une rotation pure autour de 
l’axe instantané qui coïncide avec la ligne de contact du cylindre et du plan 


fixe ; la vitesse angulaire de cette rotation est p (la vitesse angulaire de rotation 
autour de tous les axes parallèles est la même). Le centre d'inertie se trouve à 


une distance Va? + R? — 2aR cosq de l'axe instantané et sa vitesse est, par 
suite, V == pa? + R?— 2aR cosy. Energie cinétique totale 


TE (a21-R2—2aR cos p) p? ++ q. 


6. Trouver l'énergie cinétique d’un cylindre homogène de rayon a roulant 
à l’intérieur d’une surface cylindrique de rayon R (fig. 41). 
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Solution. Utilisons l'angle œ formé par la droite qui joint les centres des 
deux cylindres et la verticale. Le centre d'inertie du cylindre roulant se trouve 


sur l’axe et sa vitesse est V — @ (R — a). Calculons la vitesse angulaire comme 


Fig. 40 Fig. 41 


vitesse de rotation pure autour de l’axe instantané qui coïncide avec la ligne 
de contact des deux cylindres; elle est égale à 


V + R—a 
Det  : 


Si 73 est le moment d'inertie relatif à l'axe du cylindre, on a: 


: T3 (R—a}?: 3 je 
rh (rap ques PE qe À j (Rp p? 


(1, est tiré du problème 2,c)). 
7. Trouver l'énergie cinétique d’un cône homogène roulant sur un plan. 
Solution. Soit 0 l’angle formé par la ligne OA de contact entre le cône et le 
plan, et une direction fixe quelconque dans ce plan (fig. 42). Le centre d'inertie 


se trouve sur l’axe du cône, et sa vitesse est V — a cosæ:6, où 2 « est l'angle 
d'ouverture du cône, et a la distance du centre d'inertie au sommet. Calculons 
la vitesse angulaire de rotation comme vitesse d’une rotation pure autour de 
l'axe instantané O1 : 
=—.—— — 6 ctg a. 
a sin œ 

L'un des axes principaux d'inertie (axe x3) coïncide avec l'axe du cône; choisis- 
sons l’autre (x) perpendiculaire à l’axe du cône et à la droite OA. 
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Les projections du vecteur @ (dirigé parallèlement à OA) sur les axes principaux 
d'inertie sont alors: Q sin &, 0, Q cos a. Nous trouvons donc pour l'énergie ciné- 
tique cherchée: 


_ Ha? 2 a 02 LL cos ab 130084 5 SUR 2 
T=—- cos a-02+—- cos a - 02 + D a US 20 02 (1+-5 cos? a) 
(h hauteur du cône, Z1, 12, a étant tirés du problème 2,e)). 

8. Trouver l'énergie cinétique d’un cône homogène dont la base roule sur 
un plan, et dont le sommet se trouve au-dessus de ce plan à une hauteur égale au 
rayon de la base (de sorte que l’axe du cône est parallèle au plan). 

Solution. Utilisons l’angle 8 entre une direction donnée dans le plan et la 
projection sur celui-ci de l’axe du cône (fig. 43). La vitesse du centre d'inertie 


Fig. 43 


|} 
est alors V — a (mêmes notations qu’au problème 7). L’axe instantané de rota- 
tion est ici la génératrice OA du cône menée au point de contact de celui-ci avec 
le plan. Le centre d'inertie se trouve à une distance a sin & de cet axe, et par suite 


4 ô 
D 
a Sina Sin œ 


Les,projections du vecteur @ sur les axes principaux d'inertie (nous choisis- 
sons l'axe x2 perpendiculaire à l'axe du cône et à la direction OA) sont: 


Q sin a—6, 0, Q cos a—6ctga. 


L'énergie cinétique est par conséquent 


a? » ,. d3? 3uh? : 1 
= 82.1 2192.1 3 02 cte2 à — 2 su 
ru 6 2.45 02 ctg? à = et (rs +5). 

9. Trouver l'énergie cinétique d’un ellipsoïde homogène à trois axes de sy- 
métrie, tournant autour de l’un de ses axes (4B, fig. 44), ce dernier tournant 
lui-même autour de la perpendiculaire CD passant par le centre de l’ellipsoïde. 

Solution. Appelons 6 l'angle de rotation autour de l’axe CD et q l’angle 
de rotation autour de l’axe AB (angle formé par CD et l’axe d'inertie x; perpen- 
diculaire à AB). Les projections de @ sur les axes d'inertie sont alors 


ô cos F;, ôsin p, P 
10—640 
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(l'axe xs coïncidant avec AB). Puisque le centre d'inertie, qui coïncide 
avec le centre de l’ellipsoïde, est immobile, l'énergie cinétique est 


T=+ (L4 cos? @+ 79 sin? ç) br Ia@?. 


10. Même problème, l’axe AB étant incliné, et l'ellipsoïde symétrique par 
rapport à cet axe (fig. 45). 


Fig. 45 


Solution. Les projections de @ sur l’axe AB ct sur les deux autres axes prin- 
cipaux d’incrtie perpendiculaires à AB (et que l’on peut choisir de façon arbitrai- 
re) sont: 

ô cos a cos ®, ô cos a sin œ, G—Ô sin &. 
D'où l'énergie cinétique 
. La 
T = à cos? a-02-+. (ç--0 sin a)?. 


$ 33. Moment cinétique du solide 


Nous savons que le moment cinétique d’un système dépend du 

choix du point par rapport auquel il est défini. En mécanique du 
solide, le plus rationnel est de choisir ce point à l’origine du système 
de coordonnées fixe, c’est-à-dire au centre d'inertie du corps. Plus 
bas, nous désignerons par M le moment défini précisément de cette 
façon. 
D'après la formule (9,6), lorsqu'on choisit l’origine des coordon- 
nées au centre d'inertie du corps, son moment coïncide avec le 
« moment propre » lié seulement au mouvement des points du corps 
par rapport au centre d'inertie. En d’autres termes, dans la défini- 
tion M — 2 mr x v il faut remplacer v par Q X r: 


M= © mr X (Q xr)= D mérQ—r(rQ)}, 
soit en notations tensorielles : 
M; —= >, m {xiQ; — LitrQp} —= Oz Dm {Xi Oir — Titn}. 
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Compte tenu de la définition (32,2) du tenseur d'inertie, nous 
obtenons finalement 


M: = IQ. (33,1) 


Si les axes x, to, xa sont dirigés suivant les axes principaux 
d'inertie du corps, cette formule donne 


M,=T7.Q, M: = ToQ, M3 T3Q3. (33,2) 


En particulier, pour une toupie sphérique dont les trois moments 
principaux d'inertie coïncident, on a simplement : 


M= 19, (33,3) 


c'est-à-dire que le vecteur moment est proportionnel au vecteur 
vitesse angulaire et de même direction. 

Dans le cas général d’un corps quelconque la direction du vec- 
teur M ne coïncide pas avec celle du vecteur Q; et c’est seulement 
pour une rotation du corps autour de l’un de ses axes principaux 
d'inertie que M et @ ont la même direction. 

Considérons le mouvement libre d’un solide soumis à l’action 
d’une force extérieure. Le mouvement de translation uniforme ne 
présentant pas d'intérêt ici, nous le considérerons comme exclu, 
de sorte que nous aurons affaire à une rotation libre. 

Comme pour tout système fermé, le moment cinétique d’un corps 
animé d’un mouvement de rotation libre est constant. Pour une 
toupie sphérique la condition M =: Cte entraîne simplement Q — 
— Cte. Cela signifie que dans le cas général, la rotation libre d’une 
toupie sphérique est simplement une rotation uniforme autour 
d’un axe constant. 

Le cas du rotateur est aussi simple. On a également ici M — 7Q, 
le vecteur @ étant perpendiculaire à l’axe du rotateur. Par suite, 
la rotation libre d’un rotateur est une rotation uniforme dans un 
plan autour d’une direction perpendiculaire à ce plan. 

La loi de conservation du moment est également suffisante pour 
définir la rotation libre plus complexe d’une toupie symétrique. 

Profitons du fait que l’on peut choisir arbitrairement les direc- 
tions des axes principaux d'inertie x,, x; (perpendiculaires à l’axe 
de symétrie x; de la toupie), et choisissons l’axe x, perpendiculaire 
au plan défini par le vecteur constant M et la position instantanée 
de l’axe x3. Alors M: = 0, et il est clair d’après les formules (32,2) 
que Q: — O0 également. Cela signifie qu’à chaque instant les direc- 
tions de M, Q et de l'axe de la toupie se trouvent dans un même 
plan (fig. 46). Mais il s'ensuit qu’à chaque instant également, les 
vitesses v — Q X r de tous les points situés sur l’axe de la toupie 
sont perpendiculaires au plan en question; en d’autres termes, l’axe 
de la toupie tourne uniformément (voir plus bas) autour de la direc- 


10% 
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tion de M, décrivant un cône circulaire (c'est ce qu’on appelle la 
précession régulière de la toupie). En même temps que cette préces- 
sion, la toupie elle-même tourne uniformément autour de son axe 
propre. 

Il est facile d'exprimer les vitesses angulaires de ces deux rota- 
tions en fonction de la valeur donnée M du moment et de l’angle 8 


Fig. 46 


d’inclinaison de l’axe de la toupie sur la direction de M. La vitesse 
angulaire de rotation de la toupie autour de son axe n’est autre que 
la projection Q, du vecteur Q@ sur cet axe: 


Q= TE = 7 cos 0. (33,4) 
Pour déterminer la vitesse de précession Q,, il faut décomposer le 
vecteur @ suivant la règle du parallélogramme en ses composantes 
sur z2 et M. La première ne conduit à aucun déplacement de l’axe 
de la toupie lui-même, et par conséquent, la deuxième donne la 
vitesse angulaire de précession cherchée. La construction de la 
fig. 46 montre que sin 0 Q,, — Q;, et puisque Q; = M,/1; — 
— M sin 0/1,, on a 


M 
or =. (33,5) 
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$ 34. Equations du mouvement d’un solide 


Puisqu’un corps solide possède généralement six degrés de liber- 
té, le système général des équations du mouvement doit contenir 
six équations indépendantes. On peut les mettre sous une forme 
définissant les dérivées par rapport au temps de deux vecteurs: 
l'impulsion et le moment du corps, 

La première de ces équations s'obtient simplement en sommant 


les équations p—f pour chacune des particules qui composent le 
corps, p étant l'impulsion d’une particule, et f la force qui agit 
sur elle. Faisant intervenir l'impulsion totale du corps 


P= > p=uVv 
et la force totale d'f—F qui agit sur lui, on obtient 


dp 
=. (34,1) 
lien que nous ayons défini F comme la somme de toutes les 
forces Î agissant sur chaque particule, y compris les forces exer- 
cées par les autres particules du corps, en fait dans F n'’entrent 
que les forces dues aux sources extérieures. Toutes les forces d'’in- 
teraction entre les particules du corps lui-même s’annulent réci- 
proquement; en effet, en l’absence de forces extérieures, l’impulsion 
du corps doit, comme pour tout système formé, se conserver, c’est-à- 
dire qu’on doit avoir F = 0. 

Si U est l’énergie potentielle du solide dans un champ extérieur, 
la force F peut être définie par dérivation de cette énergie par rap- 
port aux coordonnées du centre d'inertie du corps: 

oÙ 
En effet, pour une petite translation ÔR du corps, les rayons 
vecteurs t de chacun de ses points varient d'autant, et la varia- 
tion de l'énergie potentielle est par suite 
LN oU _ oÙ _ Ve 

Remarquons en l'occurence que l’équation (34,1) peut être 
obtenue aussi comme équation de Lagrange prise par rapport aux 
coordonnées du centre d'inertie 


d ÔL OL 
‘dt OV 6R 
avec la fonction de Lagrange (32,4), pour laquelle 
0L ÔL ou 


Sd LC UT 
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Etabilissons maintenant la seconde équation du mouvement qui 
détermine la dérivée par rapport au temps du moment d’impulsion 
M. Pour simplifier les calculs, il est commode de choisir un système 
de référence « fixe » (galiléen) de telle façon qu’à l'instant donné 
le centre d'inertie du corps y soit au repos. L’équation du mouvement 
ainsi obtenue sera par là même, en vertu du principe de relativité 
de Galilée, valable dans tout autre système de référence galiléen. 

On a: 


e d L] C2 

M== Drxp=Drxp+ rxp. 
Par suite du choix que nous avons fait du système de référence (dans 
lequel V — 0), la valeur de r coïncide à chaque instant avec la vites- 


se v — t. Et puisque les vecteurs v et p — mv ont même direction, 


r X p — 0. Remplaçons aussi p par la force f, et nous obtenons 
finalement 


aM 
=K, (34,3) 
où 
K= rxtf. (34,4) 


Le vecteur r X f est appelé moment de la force Ÿ, de sorte que 
K est la somme des moments de toutes les forces agissant sur le 
corps. De même que pour la force totale F, on ne doit tenir compte 
en fait, dans la somme (34,4), que des forces extérieures ; en accord 
avec la loi de conservation du moment cinétique, la somme des 
moments de toutes les forces agissant à l’intérieur du système fermé 
doit s’annuler. 

Le moment de force, comme le moment d’impulsion, dépend en 
général du choix de l’origine des coordonnées par rapport à laquelle 
il est défini. Dans (34,3) et (34,4) les moments sont définis par rap- 
port au centre d'inertie du corps. 

Si l’on transporte l’origine des coordonnées à une distance a, les 
nouveaux rayons vecteurs r” des points du corps seront liés aux 
anciens r par r — r” -- à. Par suite 


K=)rxf=Drxf+r)axtf 
ou 
| K=—K'+axF. (34,5) 
Il en résulte en particulier que la valeur du moment des forces ne 
dépend pas du choix de l’origine des coordonnées si la force totale 


F — O (on dit dans ce cas que le corps est soumis à un couple de 
forces). 
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On peut considérer l'équation (34,3) comme équation de Lagrange 
d ôL  ôL 
dt 0Q  0q 


par rapport à des «coordonnées de rotation». En effet, en dérivant 
la fonction de Lagrange (32,4) par rapport aux coordonnées du 
vecteur Q, on obtient 


La variation de l'énergie potentielle U lorsqu'on fait tourner le 
corps d’un angle ôg infiniment petit, est alors 


BU == — D 51 — — SF (8p x r)— — 6 D r x  — — Kô, 


d’où 
oÙ à 
K — eu (34,6) 
de sorte que 
9L OÙ 
ô® og 


Supposons que les vecteurs F et K sont perpendiculaires entre 
eux. Dans ce cas on peut toujours trouver un vecteur a tel que K’ 
s’annule dans la formule (34,5), de sorte qu’on aura 


K=—axF. (34,7) 


Mais le choix de a n’est pas univoque: si on lui ajoute un vecteur 
quelconque parallèle à F, cela ne changera rien à l'égalité (34,7), 
de sorte que la condition K’ -- O0 donnera non pas un point déter- 
miné dans le système de coordonnées fixe, mais seulement une droite 
déterminée. Ainsi, pour K 1 F l’action de toutes les forces appli- 
quées au corps peut être ramenée à une force unique F agissant le 
long d’une droite déterminée. 

Tel est en particulier le cas d’un champ de forces homogène, 
dans lequel la force agissant sur un point matériel est de la forme 
f : eE où E est un vecteur constant caractérisant le champ et e une 
grandeur caractérisant les propriétés de la particule dans le champ 
donné !. Nous avons dans ce cas 


F=ESe, K—d er xE. 
Posant > e-=0, introduisons le rayon vecteur r, défini par 
. er 
2. (34,8) 
1 Ainsi, dans un champ électrique uniforme, E est l'intensité du champ, 


et e la charge de la particule. Dans un champ de gravité uniforme E est l’accé- 
lération de la force de pesanteur (g), et e la masse de la particule (m). 
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Nous obtenons alors pour le moment total des forces l'expression 
simple suivante: 


K=rxE. (34,9) 


Lorsqu'un corps solide se meut dans un champ uniforme, l'influence 
de celui-ci se ramène donc à l’action d’une force F, « appliquée » 
au point de rayon vecteur (34,8). La position de ce point est entiè- 
rement définie par les propriétés du corps lui-même; dans un champ 
de gravité par exemple, le point coïncide avec le centre d'inertie 
du corps. 


$ 35. Angles d’Euler 


Comme nous l’avons déjà vu, on peut décrire le mouvement 
d’un solide à l’aide des trois coordonnées de son centre d'inertie 
et de trois angles qui définissent l’orientation des axes 21, 22, æ3 
du système de coordonnées mobile relativement au système fixe 
X, Ÿ, Z. Pour ces angles, il apparaît souvent commode d'utiliser 
ceux que l’on appelle angles d'Euler. 

Puisque nous ne nous intéressons pour l'instant qu'aux angles 
entre les axes de coordonnées, nous choisirons l’origine des deux 
systèmes au même point (fig. 47). Le plan mobile xx; coupe le 
plan fixe XY suivant une droite (ON sur la fig. 47) appelée ligne 
nodale. Cette ligne est évidemment perpendiculaire à la fois à l’axe 
Z et à l’axe x,; nous lui donnerons pour sens positif celui qui corres- 
pond au sens du produit vectoriel z X x, (où z et x; sont les vec- 
teurs unitaires portés par les axes Z et x3). 

Prenons comme grandeurs définissant la position des axes x1, 
Z>, Æ3 par rapport aux axes X, Ÿ, Z les angles suivants: l’angle 0 
entre les axes Z et x3, l'angle œ entre les axes X et N et l’angle 4 
entre les axes NV et x,. : Les angles @ et 1 sont comptés dans le sens 
défini par la règle du tire-bouchon, respectivement autour des axes 
Z et x3. L’angle 0 prend les valeurs de zéro à x et les angles œ et # 
de zéro à 2x ? 

Exprimons maintenant les composantes du vecteur vitesse 
angulaire @ sur les axes mobiles x;, x2, x; en fonction des angles 
d’Euler et de leurs dérivées. Il faut pour cela projeter sur ces axes 


les vitesses angulaires, 6, ®, b. La vitesse angulaire D est dirigée 


1 Les angles 6, @ et Ÿ sont appelés ici respectivement angle de nutation, 
angle de précession et angle de rotation propre. (N. d. T.) 

? Les angles 0 et @ — x/2 sont respectivement l’angle polaire et l’azimut 
de la direction x; par rapport aux axes X, YŸ, Z. En même temps 6 et 2/2 — 1 
sont respectivement l’angle polaire et l’azimut de la direction Z par rapport aux 
aXeS Ly, Lo, La. 
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suivant la ligne nodale ON et ses composantes sur les axes æ1, Z2, 3 
sont 


. 


Ô, — 0 cos Ÿ, 6 — —_6 sin 4, 6 = 0. 


La vitesse angulaire p est dirigée suivant l’axe Z ; sa projection sur 
l'axe x; est égale à 3 — cos 0, et sa projection dans le plan 


Fig. 47 


Zi ta est égale à sin 0. Prenant les composantes de cette dernière 
sur les axes x, et x, nous obtenons: 


Pi = sin 8 sin Ÿ, Ça = sin 0 cos p. 
Enfin, la vitesse angulaire Ÿ est dirigée suivant l’axe %3. 
Réunissant toutes ces composantes suivant chacun des axes, 
nous obtenons finalement 
Qi= œ sin 0 sin 4 + 6 cos Ÿ, 
Q = @ sin 8 cos P— 6 sin y, (35,1) 


Q3 = 4 cos 0 + Ÿ. 
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Si l’on fait coïncider les axes x,, z2, x; avec les axes principaux 
d'inertie du solide, l'énergie cinétique de rotation exprimée en 
fonction des angles d’Euler s’obtiendra en portant (35,1) dans (32,8). 

Pour une toupie symétrique, où 7, = 1: T3, on trouve après 
une réduction simple: 


Trou = 2e (p? sin? 0 + 0?) + 22 (p cos Op}. (35,2) 


Notons que l’on peut obtenir cette expression plus simplement 
en utilisant le fait que le choix des directions des axes principaux 
d'inertie x1, x, d’une toupie symétrique est arbitraire. En considé- 
rant que l’axe x, coïncide avec l’axe des nœuds ON, c’est-à-dire 
que 4 =: 0, nous aurons pour les composantes de la vitesse angulaire 
les expressions plus simples 


Q,—6, Q—œpsine, Q;—pcos0 +4. (35,3) 


Comme exemple d’application des angles d’Euler, déterminons 
à l’aide de ceux-ci le mouvement libre d'une toupie symétrique, que 
nous connaissons déjà. 

Choisissons l’axe Z du système de coordonnées fixe dans la 
direction du moment constant M de la toupie. L’axe x; du système 
mobile est dirigé suivant l’axe de la toupie, et admettons que l’axe 
z, coïncide à l'instant donné avec l’axe des nœuds. Les formules 
(35,3) nous donnent alors pour les composantes du vecteur M: 


Mi=1Q=18, M--1@=lLipsine, 
M3 = T3Q3— 73 (e cos 8 + 4). 


D'autre part, puisque l’axe x, (ligne nodale) est perpendiculaire 
à l’axe Z, nous avons: 


M,=0, M;—Msin, M3—M cose. 
Egalant ces expressions, nous obtenons les équations suivantes : 
0—0, L—M, ls(pcos0--#)—Mcose. (35,4) 


La première de ces équations donne 6 -— Cte, c’est-à-dire que 
l'angle d’inclinaison de l’axe de la toupie sur la direction de M 
est constant. La seconde définit (conformément à (35,5)) la vitesse 


, . k ° M : HR : . 
angulaire de précession @ — 7. Enfin, la troisième détermine la 
1 
vitesse angulaire de rotation de la toupie autour de son axe propre 
Q, — M cos 0/13. 
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Problèmes 


1. Ramener à des quadratures le problème du mouvement d’une toupie 
symétrique pesante dont la pointe est immobile (fig. 48). 


W 
Fig. 48 


Solution. Plaçons l'origine commune des systèmes de coordonnées fixe 
et mobile à la pointe O de la toupie, et dirigeons l'axe Z suivant la verti- 
cale (fig. 48). La fonction de Lagrange de la toupie dans le champ de gra- 
vité est 

L yl2 . ss 
L= HE (02-}-p2 sin? o)+ 5 (b—+ cos 0)2— ugl cos 8 


(u étant la masse de la toupie, et 1 la distance de la pointe au centre d'inertie). 
Les coordonnées # et sont cycliques. Nous avons par suite deux inté- 
grales premières 


ôL . . 
Ppy=—= 13 (+ cos 0) —Cte= W3, (1) 
ÿ 
ôL Cas Te 
Pe=—= (1; sin? 67; cos? 6) p+- 73 cos 0 — Cite = W,, (2) 
ôp 


où 1:—11+ pu? (les grandeurs p} et p, sont les composantes du moment de 
rotation, défini relativement au point O, suivant les axes x; et Z respecti- 
vement). En outre, il y a conservation de l'énergie 


E= 2 (È2+-ç2 sin? 0)+ #2. (b—+œ cos 6)2-Lugl cos 6. (3) 
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Les équations (1) et (2) nous donnent : 


° "M, — 113 cos 0 

P—— Zsin0 ? (4) 
Fe M3 M,— M; cos 0 
DS ONE TT UUNNÉ (5) 


Eliminant à l’aide de ces égalités œ et " de l'énergie (3), nous obtenons 


= des 
E = 02 Ur (8), 


où 
E'=E— — gl, 
Uerr (0) = LE otre ugl (4— cos 0). (6) 
Tirant de là Ô et séparant les variables, il vient : 


V Ti = Ve ()) 


(qui est une intégrale elliptique). Les angles 4 et ç s'expriment alors comme fonc- 
tions de 8 sous la forme de quadratures à l’aide des équations (4) ct (5). 


(CA 


ê 


d) ô) | ©) 
Fig. 49 


Le domaine de variation de l'angle 6 au cours du mouvement est défini par 
la condition £’ => Uëfr (6). La fonction Uofg (0) (pour M3 M) tend vers + co 
pour 0 — 0 et 0 = x ct passe par un minimum dans l'intervalle compris entre 
ces deux valeurs. L’équation £" — U,gg (8) a par conséquent deux racines qui 
déterminent les angles limites 0, et 0, d’inclinaison de l’axe de la toupie sur la 
verticale. , 

Lorsque l’angle 6 varie de 6; à 0>, le signe de la dérivée œ reste inchangé 
ou varie, selon que dans cet intervalle le signe de la différence M, — M3 cos0 
reste inchangé ou varie. Dans le premier cas l’axe de la toupie est animé d’un 
mouvement de précession monotone autour de la verticale, et effectue en même 
temps des oscillations (mouvement de nutation) de bas en haut (fig. 49a; la 
ligne ondulée représente la trace que laisserait l’axe de la toupie sur la surface 
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d'une sphère centrée sur la pointe de la toupie). Dans le second cas la direction 
de la précession est opposée sur les deux cercles limites, de sorte que l’axe de la 
toupie se déplace autour de la verticale en décrivant des boucles (fig. 49b). En- 
fin, si l’une des valeurs 8,, 6 coïncide avec le zéro de la différence M, — M3 cos 8, 


sur le cercle limite correspondant q et Ô s’annulent en même temps, de sorte 
que l’axe de la toupie décrit la trajectoire représentée sur la fig. 49c. 


a Pr 


Fig. 50 


2. Trouver la condition à laquelle la rotation de la toupie autour d’un axe 
vertical sera stable. 

Solution. Pour 6 = 0 les axes x, et Z coïncident, de sorte que M3 = M,. 
E' = 0. La rotation autour de cet axe sera stable si la valeur 6 — 0 correspond 
à un minimum de la fonction Uerg (0). Si les 6 sont petits on a: 


Mi _ ugl\ 
Ver = (57 — #2) ®, 


d'où la condition cherchée : M3 > AT ;ugl, soit: 


3. Déterminer le mouvement d’une toupie dans le cas où l'énergie cinéti- 
que de sa rotation propre est grande par rapport à l’énergie dans le champ de 
pesanteur (cas dit de la toupie « rapide »). 

Solution. En première approximation, si on néglige Le champ de pesanteur, 
il se produit une précession libre de l’axe de la toupie autour de la direction du 
moment M (correspondant dans le cas donné à la nutation de la toupie) ; cette 
précession a lieu conformément à (33,5) avec la vitesse angulaire 


M 
Qout= 7: | (1) 


En seconde approximation apparaît une précession lente du moment M au- 
tour de la verticale (fig. 50). Pour déterminer la vitesse de cette précession cal- 
culons la moyenne pour une période de la nutation de l’équation exacte du 
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mouvement (34,3) 
dM LK 
dE 1 


Le moment des forces de pesanteur agissant sur la toupie est K — y? (ns X g) 
où n; est le vecteur unitaire sur l’axe de la toupie. Des considérations de symé- 
trie montrent avec évidence que le calcul de la moyenne de K pour le « cône de 


nutation » revient à remplacer le vecteur n3 par sa projection cosa-7; sur M 


(œ étant l’angle entre M et l’axe de la toupie). On obtient ainsi l'équation 


ul 
dt "M 
Elle signifie que le vecteur M est animé d’un imouvement de précession 
autour de la direction de g (verticale) avec une vitesse angulaire moyenne 


= _  ulcosa ; 
Qpr me pe (2) 


(petite par rapport à Quut). 

Dans l’approximation considérée, les grandeurs M et cos à que renferment 
les formules (1) et (2) sont des constantes (bien que n'étant pas, strictement par- 
lant, des intégrales premières). Elles sont liées avec la même approximation aux 
grandeurs strictement conservatives Æ et M3 par les relations 

M;= Micos «, 


E M? fe 2 Se) 
2 Lg © HE 


$ 36. Equations d’Euler 


Les équations du mouvement écrites au $ 34 sont rapportées 
à un système de coordonnées fixe: les dérivées dP/dt et dM/dt 
dans les équations (34,1) et (34,3) représentent les variations des 
vecteurs P et M par rapport à ce système. Cependant, c’est dans un 
système de coordonnées mobile, dont les axes sont dirigés suivant 
les axes principaux d'inertie. qu'on a la relation la plus simple entre 
les composantes du moment de rotation M du solide et celles, de la 
vitesse angulaire. Pour pouvoir utiliser cette relation, il faut au 
préalable transformer des équations du mouvement dans un système 
mobile de coordonnées x, Zo, La. 

Soit dA/dt la vitesse de variation d’un vecteur A par rapport 
au système fixe. Si dans un système tournant le vecteur À ne change 
pas, sa variation relative au système fixe sera due uniquement à la 
rotation, et on aura alors 

dA 
= 
(voir $ 9, où nous avons montré que des formules telles que (9,1} 
et (9,2) sont valables pour tout vecteur). Dans le cas général, on 
doit ajouter au second membre de cette égalité la vitesse de varia- 


= Q *X A 
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tion du vecteur À par rapport au système mobile ; en désignant par 
d’A/dt cette vitesse, on obtient : 


dA ci 
dd — 
A l’aide de cette formule ie nous pouvons réécrire tout 
de suite les équations (34,1) et (34,3) sous la forme 


ITLexP=F, +0 xM=K. (36,2) 


LE + 0 x A. (36,1) 


Puisque la dérivation par rapport au temps est effectuée ici dans 
le système mobile, nous pouvons projeter directement les équations 
sur les axes de ce système, en écrivant 
) _ dP, su __dMi 
(T S 1 


A RE. FD IR NA 


où les indices 1, 2, 3 désignent les composantes sur les axes x, 
x», X3. Ceci fait, remplaçons dans la première équation P par uV 
et nous obtenons: 


p (DE + OV: — Os) = Fa, 
pe (PE + Qi QVs) = Fa, (36,3) 
p (TS + Qc Où) = F3 
En choisissant les axes x;, x», æ3, tels qu’ils coïncident avec 


les axes principaux d'inertie, écrivons dans la 2° équation (36,2) 
M,=1,Q,, etc., et nous obtenons: 


12 
ro Î2) O3 = K4, 
oc FT os — ÎL3) Q3Q = Ko, (36,4) 
dQ 
184 (R—1) QQ= Ro. 
Les équations (36,4) sont appelées équations d’'Euler. 


Pour une rotation libre K—0, de sorte que les équations 
d'Euler prennent la forme 


du, 1—l 6 0. 
HT -n 30, 

dO> , LI | 
4 = 3 0,0, = 0, (36,5) 
dQ3 
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A titre d'exemple, appliquons ces équations à la rotation de la 
toupie symétrique, que nous avons étudiée plus haut. Posant 7; — 1, 


la troisième équation nous donne — — 0, c'est-à-dire Q3 — Cte. 
Ecrivons ensuite les deux premières équations sous la forme 


Q me — E(, Q, == : @);, 
où on a introduit la grandeur constante 
= QE. (36,6) 


1 

Multipliant la seconde équation par ài et l’ajoutant à la première, 
il vient : 

d j ; ; 

er (Q, +- iQ2,) — 10 (Q + iQ), 
d'où 

Q, + iQ, — Aeïct, 

où À est constante; on peut considérer celle-ci comme réelle 


{cela revient à choisir convenablement l’origine du temps), et on 


a alors 
Q,— Acosot, Q,— A sin ot. (36,7) 


Ce résultat montre que la projection de la vitesse angulaire sur 
un plan perpendiculaire à l'axe de la toupie tourne dans ce plan 
avec une vitesse angulaire &, tout en restant constante en grandeur 


(VQ? + Q — A). Puisque la projection de Q; sur l’axe de la toupie 

est également constante, nous en concluons que le vecteur @ tout 
entier tourne uniformément autour de l’axe de la toupie avec une 
vitesse angulaire w, sa grandeur restant la même. Compte tenu des 
relations M: — 1,4, Mo — 12, M3 :=— 133; entre les composantes 
des vecteurs Q et M, il est évident que le vecteur moment M effectue 
le même mouvement (par rapport à l'axe de la toupie). 

Il va de soi que le tableau ainsi obtenu représente simplement 
un autre aspect du mouvement de la toupie déjà étudié aux $$33 
et 35 par rapport à un système de coordonnées fixe. En particulier, 
la vitesse angulaire de rotation du vecteur M (axe Z sur la fig. 48) 
autour de la direction de x; exprimée en fonction des angles d’'Euler 


coïncide avec la vitesse angulaire —%#. Les équations (35,4) nous 
donnent : 


M cos 6 1 
er —_p cos 0 - = M cos 0 (7-7) 
ou 
LB 
se Q, = | 


ce qui concorde avec (36,6). 
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$ 37. Toupie asymétrique 


Utilisons les équations d’Euler dans le problème plus complexe 
de la rotation libre d’une toupie asymétrique, dont les trois moments 
d'inertie sont différents. Pour fixer les idées nous poserons 


> LD> 1. (37,1) 


Deux intégrales des équations d’Euler sont connues d'avance. 
Elles sont données par les lois de conservation de l'énergie et du 
moment et s'expriment par les égalités : 


RO + RO HO MP, 
où l'énergie Æ et la valeur absolue M du moment sont des cons- 


tantes données. Ces mêmes égalités exprimées en fonction des 
composantes du vecteur M s’écrivent 


M Mi Mi 5 
mt +7 =2eE, (37,3) 
M'+ M?+ M?- M. (37,4) 


On peut déjà en tirer quelques conclusions quant au caractère 
du mouvement de la toupie. Remarquons pour cela que géométrique- 
ment, dans les axes M1, M2, M3, les équations (37,3) et (37,4) repré- 
sentent respectivement les équations de la surface d’un ellipsoïde 
de demi-axes 


V2EI,, V2EI, V2El; 


et d'une sphère de rayon M. Lorsque le vecteur M se déplace (par 
rapport aux axes d'inertie de la toupie), son extrémité se meut 
le long de l'intersection des surfaces en question (la fig. 51 repré- 
sente un certain nombre de ces intersections de l’ellipsoïde avec 
des sphères de différents rayons). L'existence même d’une inter- 
section est rendue possible par les inégalités évidentes 


2E1, <M?<2El:, (37,5) 


qui signifient géométriquement que le rayon de la sphère (37,4) 
est compris entre le plus petit et le plus grand des demi-axes de 
l’ellipsoïde (37,3). 

Suivons le changement de caractère de ces « trajectoires » de 
l'extrémité du vecteur M !, à mesure que sa valeur M varie (pour 
une énergie Æ donnée). Lorsque M? n’est que légèrement supérieur 
à 2E1,, la sphère coupe l’ellipsoïde suivant deux petites courbes 


1 Les courbes analogues décrites par l’éxtrémité du vecteur Q sont appelées 
polhodies. 


11—640 


162 MOUVEMENT DU SOLIDE 


fermées qui entourent l’axe x, au voisinage des deux pôles corres- 
pondants de l’ellipsoïde (quand M?— 2Æ1,, ces courbes tendent 
à se confondre avec les pôles). À mesure que M? croît, les courbes 
s'élargissent, et pour M? — 2£E1, se réduisent à deux courbes pla- 
nes (ellipses) qui se coupent aux sommets de l’axe x. Lorsque M? 
continue à croître, il apparaît de nouveau deux trajectoires fermées 
distinctes, mais qui entourent cette fois les sommets de l'axe x;:; 
elles se réduisent à ces deux points quand M? — 2ET,. 


Fig. 51 


Remarquons tout d’abord que le fait que les trajectoires sont 
fermées signifie que le déplacement du vecteur M par rapport au 
corps de la toupie est périodique ; au cours d’une période le vecteur 
M, en revenant à sa position première, décrit une surface conique. 

Remarquons ensuite le caractère essentiellement différent des 
trajectoires voisines des différents sommets de l’ellipsoïde. Au voisi- 
nage des axes x, et x3 les trajectoires entourent complètement les 
sommets, mais celles qui passent au voisinage des sommets de l’axe 
z2 S'écartent ensuite à une grande distance de ces points. Cette dif- 
férence tient à la stabilité différente de la rotation de la toupie 
autour de ses trois axes d'inertie. La rotation autour des axes x; 
et x3 (correspondant au plus grand et au plus petit des trois moments 
d'inertie de la toupie) est stable en ce sens que pour une petite per- 
turbation de ces états, la toupie continuera à effectuer un mouvement 
proche du mouvement initial. Par contre, la rotation autour de 
l’axe x2 est instable ; un petit écart suffit pour provoquer un mouve- 
ment qui emporte la toupie loin de sa position initiale. 
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Pour déterminer la relation entre les composantes de Q@ (ou 
celles de M qui leur sont proportionnelles) et le temps, revenons 
aux équations d’Euler (36,5). Exprimons Q, et Q@; en fonction de 
Q, à l’aide des deux équations (37,2) et de (37,3) 


| 1 2 
Be (CE M?) — (le —12) À}, 


, 1 6 
= —2El)— (1) (870) 
et portons dans la seconde des équations (36,5), il vient: 
dQ T3 —1 1 
Pr De 1 Q,0Q, = D VU {CE 13 — M?) — 


— L3(13— 12) ÉICM? —2E1;)— 1,1: —1;) 1}? (37,7) 


Séparant les variables et intégrant, nous obtenons une fonction 
t(Q,) sous forme d’une intégrale elliptique. Pour réduire celle-ci 
à la forme standard, nous poserons pour fixer les idées 

M >2E1; 


dans le cas contraire il faut intervertir les indices À et 3 dans 


toutes les formules ci-dessous). Au lieu de # et Q@, prenons Îles 
nouvelles variables 


= UD OP ETS 


Lilol3s * 
_ T2 (3— 13) (37,8) 
SV SErsMr 


et faisons intervenir le paramètre positif! k2=> 1 donné par 
fs = NES EME es 
 (3—h)(M—2ET) : (37,9) 
Nous obtenons alors 


& 


\ ds 
Vas) 


T= 


(nous convenons de choisir l'origine des temps telle que Q, —0 
pour &é—0). La fonction inverse s(t) constitue, on le sait, l’une 
des fonctions elliptiques de Jacobi: 
s—=sntT, 


qui détermine également Q, en fonction du temps. Les fonctions 
Q, (#&) et Q, (£) s'expriment algébriquement à l’aide de Q, (£) d’après 


1 Appelé module des fonctions elliptiques définies plus bas (NW. d.T.) 
1 
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les égalités (37,6). Compte tenu de la définition des deux autres 
fonctions elliptiques 


cent—V{—snr, dnr—V/1—#?sn?1t, 


nous obtenons finalement les formules suivantes 


2El3 M? 
ie V RTS Fi 10 PTS rt 


'2EI3—M? 
BV Fi av (37,10) 


J'TE, 
Ls — V 13 (13— 13) Pate 


Les fonctions (37,10) sont périodiques, leur période par rapport 
à la variable + étant, comme on le sait, égale à 4K, où XÆ est 
l'intégrale elliptique complète de première espèce 
1 d x/2 d 
$ U 
Er (1 — k2s2) \ V/1— 82 sin? u ) 


La période par rapport au temps est donc donnée par l'expression 


L V Lilels 


Au bout de ce temps le vecteur Q@ revient à sa position initiale par 
rapport aux axes de la toupie. (Ce qui ne signifie nullement que la 
toupie elle-même revient à sa position première relativement au 
système de coordonnées fixe; voir plus bas.) 

Pour 7, — 1, les formules (37,10) se ramènent évidemment aux 
formules obtenues au paragraphe précédent pour la toupie symétri- 
que. En effet, lorsque Z, — J: le paramètre 4? — 0 et les fonctions 
elliptiques dégénèrent, en se réduisant à des fonctions circulaires 


snT—>sint, CN T— COST, dntT— 1, 


et nous retrouverons les formules (36,7). 

Pour M?—2EI; on à Q, — Q; —0, Q; — Cte, c'est-à-dire 
que le vecteur @ est constamment dirigé le long de l’axe d'inertie 
xz3; Ce cas correspond à une rotation uniforme de la toupie autour 
de l'axe x3. De la même façon, pour M? = 2ET, (alors x = O0) 
on à une rotation également permanente autour de l'axe x1. 

Déterminons maintenant en fonction du temps le mouvement 
absolu de la toupie dans l’espace (absolu par rapport au système 
fixe X, Y, Z). Utilisons pour cela les angles d’Euler +, w, 8 entre 
les axes de la toupie x, ze, x, et les axes X, Ÿ , Z, en choisissant l’axe 
fixe Z le long du vecteur constant M. Puisque l’angle polaire et 
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l’azimut de la direction de Z par rapport aux axes 21, Z2, x sont 
respectivement égaux à 0 et : — 1 (voir note 2, p. 152), on obtient 
en projetant le vecteur M sur les axes x1, x2, Z3: 
M sin 6 sin 4 —M;=— 1,Q, 
M sin 6 cos Ÿ — M; — 1,2, (37,13) 
M cos 0 = M3 = IQ. 
D'où 
=, ep, (37,14) 
et, compte tenu des formules (37,10): 


cos 0 — y 2050 (QU =2r 7) dnt, 


ons (37,15) 
t . Tillacte) Cn T . 
EVE V Zen" 


ce qui détermine 6 et en fonction du temps; ce sont, avec les com- 
posantes du vecteur Q@, des fonctions périodiques de période (37,12). 

L’angle q n'entre pas dans les formules (37, 13), et pour le cal- 
culer il faut revenir aux formules (35,1), qui expriment les compo- 
santes de @ en fonction des dérivées des angles d'Euler par rapport 


au temps. Eliminant Ô des égalités 
Q, = 9 sin 6 sin +6 cos, 
Q, — P sin 0 cos p—6 sin Ÿ, 
nous obtenons 
(4 sin Ÿ + Qp cos 
He sin 0 
et les formules (37,13) nous donnent alors 


dp 11° + ToQÿ à 
ar MGR - GÉP 
De là, la fonction  (f) est déterminée par une quadrature, mais 
l'expression sous le signe somme contient les fonctions elliptiques 
sous une forme complexe. À l’aide d’un certain nombre de trans- 
formations assez compliquées, on peut exprimer cette intégrale au 
moyen de la fonction dite « fonction thêta ». Sans effectuer les cal- 
culs, indiquons seulement leur résultat. 
La fonction œ (£) peut être représentée (à une constante additive 
arbitraire près) par une somme de deux termes 


p () = pa (Ë) + Pa (6), (37,17) 
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dont l’un est donné par la formule 


t 
dot (Fix) 
bAqi (les, AL ent 
Ÿ (5: ia) 
| t 


où Vo est la fonction thêta, et « une constante réelle définie par 
l'égalité 


; (37,18) 


.4 / 13 (M?—2EI 
| sn (i2aK) —= 1 FORMS (37,19) 
(K et T'étant tirés de (37,11) et (37,12)). La fonction dans le second 
membre de (37,18) est périodique de période 7/2, de sorte que m1 (#) 


varie de 21 pendant le temps 7. Le second terme de (37,17) est donné 
par la formule 


t 1 M i y (ia) 
Po (£) = 27 , T7 nl  nT do Ga) (ia) : (37,20) 
Cette fonction augmente de 27 pendant le temps 7”. Ainsi, le mou- 
vement suivant l'angle @ se présente comme l’ensemble de deux 
variations périodiques ; l’une des périodes (7) coïncide avec la pério- 
de de variation des angles w et 6, et l’autre (7”) n’a pas de commune 
mesure avec la première. Cette dernière circonstance entraîne que 
la toupie ne revient jamais rigoureusement à sa position initiale. 


Problèmes 
1. Déterminer la rotation libre d’une toupie autour d’un axe voisin de 
? LE : 
l’axe d’inertie z3 (ou xi). 


Solution. Supposons l'axe x; voisin de la direction de M. Les composantes 
M, et M, sont alors petites, et la composante M; — M (aux infiniment petits du 


premier ordre près). Avec la même approximation les deux premières équations 
d’Euler (36,5) s'écrivent 


Te = } QoM, 
où nous avons introduit la constante Qo—M}/13. Suivant la règle générale, 


; : s _iot 
cherchons pour M, et M2 une solution proportionnelle à e“*’, et nous obte- 
nons pour la fréquence © la valeur 


00 (551) (2-1). (1) 


Pour M, et M2 eux-mêmes nous obtenons 


Î3 = / 14 in of 2 
Mi= Ma 1 cos ut, M}=Ma y 7, sin Gé, (2) 
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où a est une constante arbitraire petite. Ces formules déterminent le mouvement 
du vecteur M relativement à la toupie ; dans la construction de la fig. 51, l’extré- 
mité du vecteur M décrit (avec la fréquence ©) une petite ellipse autour du som- 
met de l’axe x3. 

Pour déterminer le mouvement absolu de la toupie dans l’espace, calculons 
ses angles d’Euler. Dans le cas donné l’angle d’inclinaison 8 de l’axe x, sur l'axe 
Z (direction de M) est petit, et on a d’après les formules (37,14) 


M; 
Em 
2.1 712 
02 = 2 (1— cos 0) — 2 (1-7) = HER 


tenant compte de (2), nous obtenons 


Us Ta) 
Ur Var caur 


02— a? [(- ) cos? ot -+ (5-1) sin? at | : (3) 


Pour calculer l'angle @ remarquons que d'après la troisième des formu- 
les (35,1) et pour 0 1: 


Qo = Q3 = p+p 


= Qot —Ÿ (4) 
(où la constante d'intégration est omise). 

On obtiendra une représentation plus concrète du caractère du mouvement 
de la toupie en suivant directement les changements de direction de ses trois 
axes d'inertie (nous désignerons par n4, n2, n4 les vecteurs unitaires le long de 
ces trois axes). Les vecteurs n, et n, tournent uniformément dans le plan XY 
avec la fréquence Q, effectuant en même temps de petites oscillations transver- 
sales de fréquence w; ces oscillations sont définies par les composantes sur Z 
des vecteurs en question, pour lesquelles nous avons 


nt 


Nig = —=Q —— — 1 cos wt, 
12 M La 


Roy = ay À F1 sin ot. 


Pour le vecteur n3 on a avec la même es 


Par suite, 


n3x = 0sinçp, n3, ——0cosp, n3 æ1 
(l'angle polaire et l’azimut de la direction de n3 par rapport aux axes X, 
Y, Z sont égaux à 6 et p—< : voir note 2, p. 152). Ecrivons ensuite (en 


utilisant les formules (37,13)) : 
n3x = 8 sin (Qot — 1) = 0 sin Qi cos ÿ— 86 cos Qt sin Ÿ— 


2 
te sin mu cos Qot — a V LES sin Qt sin @t — 
Ti 


— a 1 cos Q) t cos ot, 
La 
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soit finalement 


Pay — ( By) sin (Qp +) é + 


++ NE ee ] sin (G9-+w) 2. 


D'où il est clair que le mouvement du vecteur n, se présente comme la super- 
position de deux rotations de fréquences (Qo + ©) autour de l’axe Z. 

2. Déterminer la rotation libre d'une toupie pour M? — 2ET:. 

Solution. Dans la construction de la fig. 51, ce cas correspond au déplace- 
ment de l'extrémité du vecteur M sur une courbe passant par le pôle sur l'axe 2. 

L'équation (37,7) prend la forme 


ds 22 (2) 32), 


— —= {À —s?, T—=t{ 0» 
dx Lil3 
s— 2 ; 
0 
k ; M 2E su 2 ; : ges 
où on a posé QT 7 En intégrant cette équation, puis en utilisant 
2 


les formules (37,6), nous obtenons 
I2(13— 12) 1 
Ti (T3 — T1) cht ” 
Qo —Q thT, 

f’I2(U2—1s) _1 
3 = V 13(13—19 Chr: 


Qi = Qo 


Pour décrire le mouvement absolu de la toupie, faisons intervenir les angles 
d’Euler, en définissant 0 comme l’angle formé par l'axe Z (direction de M) et 
l’axe d'inertie x, de la toupie (et non x; comme dans le texte). Dans les formules 
(37.14) et (37,16) qui relient les composantes du vecteur Q aux angles d’Euler, 
il faut alors effectuer la permutation d'indices 123 — 312. Portant ensuite 
dans ces formules des expressions (1), nous obtenons 


cos 0—tht, p—Qot+Cte, 


: T3 (12 —15) 
EVEV HGs—1d | 


Les formules obtenues montrent que le vecteur @ tend asymptotiquement 
(quand £ — ©) vers l’axe x, qui lui-même tend asymptotiquement vers Z. 
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$ 38. Contact des corps solides 


Comme le montrent les équations du mouvement (34,1) et (34,3), 
on peut formuler les conditions d'équilibre d’un solide en annulant 
la force totale et le moment total des forces qui agissent sur lui: 


FD f—0, K—=Drxf—-0. (38,1) 


La sommation concerne ici toutes les forces extérieures appliquées 
au corps, et r représente les rayons vecteurs des « points d’applica- 
tion » de ces forces; le point (origine des coordonnées) par rapport 
auquel sont définis les moments peut être choisi arbitrairement : 
pour F — 0, la valeur de K ne dépend pas de ce choix [voir (34,5). 

Si nous avons affaire à un système de corps solides en contact les 
uns avec les autres, il y a équilibre lorsque les conditions (38,1) 
sont satisfaites pour chaque corps séparément. On doit alors inclure 
dans les forces considérées celles qui agissent sur le corps donné 
de la part des autres corps qui sont en contact avec lui. Ces forces 
sont appliquées aux points de contact des corps et sont appelées 
forces de réaction. Il est évident que pour chaque couple de corps, 
les forces de réaction réciproques sont égales et de sens contraire. 

Dans le cas général, les valeurs et les directions des réactions 
seront déterminées en résolvant le système des équations d’équi- 
libre (38,1) pour tous les corps à la fois. Dans certains cas, cepen- 
dant, la direction des forces de réaction peut être donnée par les 
conditions mêmes du problème. Aïnsi, si deux corps peuvent glis- 
ser librement sur la surface l’un de l’autre, les forces de réaction 
seront dirigées suivant la normale à cette surface. 

Si les corps en contact sont en mouvement les uns par rapport 
aux autres, il apparaîtra, outre les forces de réaction, des forces 
ayant un caractère dissipatif: les forces de frottement. 

Deux types de mouvements sont possibles pour les corps en 
contact : glissement et roulement. En cas de glissement, les réactions 
sont perpendiculaires aux surfaces en contact, et les forces de frot- 
tement dirigées suivant les tangentes à ces surfaces. 

Le roulement pur est caractérisé par le fait qu’aux points de 
contact il n’y a pas de mouvement des corps les uns par rapport 
aux autres; en d’autres termes, le corps roulant est comme fixé à 
chaque instant au point de contact. La direction de la force de réac- 
tion est alors quelconque, c’est-à-dire qu’elle n'est pas nécessaire- 
ment normale aux surfaces en contact. Quant au frottement, il 
apparaît ici comme un moment de force supplémentaire, opposé 
au roulement. 

Si, lors d’un glissement, le frottement est suffisamment petit 
pour qu’on puisse le négliger complètement, les surfaces des corps 
sont dites parfaitement lisses. Au contraire, si les propriétés de surface 
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des corps n’admettent qu’un roulement pur, sans glissement, et si 
lors de ce roulement le frottement peut être négligé, les surfaces 
sont dites parfaitement rugueuses. 

Dans ces deux cas, les forces de frottement ne figurent pas expli- 
citement dans le problème du mouvement des corps, de sorte que 
celui-ci est purement mécanique. Le mouvement ne sera pas un 
processus purement mécanique si les propriétés concrètes du frot- 
tement y jouent un rôle essentiel (voir $ 25). 

Le contact des corps diminue le nombre de leurs degrés de liber- 
té, par rapport à celui qu’ils possédaient pour un mouvement libre. 
Jusqu'à présent, en étudiant ce genre de problème, nous avons tenu 
compte de cette circonstance en faisant intervenir des coordonnées 
qui correspondaient directement au nombre réel de degrés de liberté. 
Lors du roulement des corps cependant, un tel choix des coordon- 
nées peut s'avérer impossible. 

La condition à imposer au mouvement de roulement consiste 
en ce que les vitesses des points de contact doivent être égales 
(ainsi, pour un corps roulant sur une surface immobile, la vitesse 
du point de contact doit être nulle). Dans le cas général cette condi- 
tion est exprimée par des équations de liaison du type 


Y caigi 0, (38,2) 


où les c,; sont fonctions des seules coordonnées (l’indice a numérote 
les équations de liaison). Si les membres de gauche de ces égalités 
ne sont pas des dérivées totales par rapport au temps de fonctions 
des coordonnées, ces équations ne peuvent être intégrées. En d’au- 
tres termes, elles ne se ramènent pas à des relations entre les seules 
coordonnées que l’on pourrait utiliser pour exprimer la position 
des corps par un nombre moindre de coordonnées correspondant au 
nombre réel des degrés de liberté. De telles liaisons sont dites non 
holonomes (par opposition aux liaisons dites holonomes qui ne relient 
que les coordonnées du système). 

Considérons par exemple le roulement d’une sphère sur une sur- 
face plane. Notons comme d'habitude par V la vitesse du mouvement 
de translation (vitesse du centre de la sphère), et par Q la vitesse 
angulaire de sa rotation. On obtient la vitesse du point de contact 
de la sphère et du plan en posant r = —an dans la formule géné- 
rale v — V + Q X r (où a est le rayon de la sphère, et n le vecteur 
unitaire de la normale au plan de roulement, au point de contact). 
La liaison cherchée est représentée par la condition qu'il n’y ait 
pas de glissement au point de contact, c’est-à-dire qu’elle est donnée 
par l'équation 


V--a(Q x n)=0. (38,3) 
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Cette équation n'est pas intégrable : en effet, bien que la vitesse V 
soit la dérivée totale par rapport au temps du rayon vecteur « centre 
de la sphère », la vitesse angulaire, par contre, n’est pas en général 
la dérivée totale de telle ou telle coordonnée. De sorte que la liai- 
son (38,3) est non holonome t. 

Puisqu'on ne peut pas utiliser les équations de liaisons non holo- 
nomes pour réduire le nombre des coordonnées, on doit inévitable- 
ment, lorsqu'on a de telles liaisons, utiliser des coordonnées non 
toutes indépendantes. Pour établir les équations de Lagrange corres- 
pondantes, revenons au principe de moindre action. 

La présence de liaisons du type (38,2) impose des limites déter- 
minées aux valeurs possibles des variations des coordonnées. Notam- 
ment, en multipliant ces équations par ôt, on trouve que les varia- 
tions ôq; ne sont pas indépendantes, mais liées par 


D Cœiôgi = 0. (38,4) 


Il faut tenir compte de cette circonstance lorsqu'on donne une varia- 
tion à l’action. Selon la méthode générale, due à Lagrange, de recher- 
che des conditions d’extremum, il faut ajouter à l’expression sous 
le signe somme de la variation de l’action 


68 = { > 69: Crise dt 


les équations (38,4) multipliées par les facteurs indéterminés Àc 
(fonctions des coordonnées), puis imposer la condition que l’inté- 
grale s’annule. On peut alors considérer toutes les variations Ôgq:; 
comme indépendantes et on obtient les équations 


d OL ôL 
UE mA 77 — > AC (38,9) 
qi œ 


Avec les équations de liaisons (38,2), elles constituent un système 
d'équations complet pour les inconnues g; et À. 

Dans la méthode que nous venons d'exposer, les forces de réaction 
ne figurent généralement pas; le contact des corps est représenté 
globalement par les équations de liaisons. Il existe cependant, pour 
établir les équations du mouvement de corps en contact, une autre 
méthode qui fait intervenir explicitement les forces de réaction. 


1 Notons que pour le roulement d’un cylindre une telle liaison serait holono- 

me. Dans ce cas, l’axe de rotation conserve une direction constante, et par suite 

— dçp/dt est une dérivée totale de l’angle œ de rotation du cylindre autour 

de son axe. La relation (38,3) est alors intégrable et donne la liaison entre la 
coordonnée du centre d'inertie et l’angle q. 
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Cette méthode (qui constitue le principe de d'Alembert) consiste 
essentiellement à écrire pour chacun des corps en contact les équa- 
tions 

dP dM 

=D a 2rxf, (8858) 
les forces de réaction étant comprises dans l’ensemble des forces 
f qui agissent sur le corps ; ces forces sont inconnues a priori et seront 
déterminées en même temps que le mouvement du corps après 
résolution des équations. Cette méthode est applicable aussi bien 
pour des liaisons holonomes que non holonomes. 


Problèmes 


1. En utilisant le principe de d’Alembert, trouver les équations du mouve- 
ment d’une sphère homogène roulant sur un plan sous l’action d’une force exté- 
rieure F et d’un moment de force K. 

Solution. L'équation de liaison (38,3) est donnée dans le texte. Faisant 
intervenir la force de réaction (notons-la R) appliquée au point de contact de la 
sphère et du plan, écrivons les équations (38,6): 


dv 
FER (1) 
1 =K—a(nXR) (2) 


(compte tenu ici que P—uV et que pour une toupie sphérique M—7@). ;En 
dérivant l'équation de liaison (38,3) par rapport au temps, nous obtenons : 
V— a (Q X n). 


Portant cette valeur dans l'équation (1) et éliminant Q à l'aide de (2), on 
trouve : 


FH (F+R)=K Xn—aR+an(nR), 


équation qui relie la force de réaction à F et K. En écrivant cette équation 
à l’aide des composantes et:en y substituant 1= À per (voir problème 2, b, 


$ 32), on aura 
5) 2 5 2 
Re Ky— Fa Ry= 7 Ex Fy R;= —F, 


(où on a choisi pour plan x, y le plan du roulement). Enfin, en portant ces expres- 
sions dans (1), nous obtenons les équations du mouvement ne contenant plus que 
la force extérieure et le moment donnés : 


dx _ 5 (r pes 
dE. MN A ap? 
dv, 5 _ K, 

dt = ( +) 
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Les composantes Q, eti Q, de la vitesse angulaire s'expriment en 
fonction de V, et V, à l’aide de l'équation de liaison (38,3), et pour 
Q,, on a: 
2 2 dQ, 
5#° dt 
(composante sur z de l’équation (2)). 

2. Une tige homogène BD de poids P et de 
longueur ! est appuyée sur un mur (fig. 52); 
son extrémité inférieure B est maintenue par un 
fil AB. Calculer la réaction des supports et la 
tension du fil. 

Solution. Le poids de la tige est représenté 
par une force P appliquée en son milieu et 
dirigée verticalement vers le bas. Les forces de 
réaction A8 et RC sont dirigées respectivement 
verticalement vers le haut et perpendiculaire- 
ment à la tige; la tension T du fil est dirigée 
de B vers A. La résolution des équations 
d'équilibre donne 


= sin 24, Rg=P—Resin a, 


T-==RG cos a. 


3. Une tige AB de poids P s'appuie par 
ses extrémités sur un plan horizontal et sur un 
plan vertical et est maintenue dans cette posi- Fig. 52 
tion par deux fils horizontaux AD et BC 
(fig. 53); le fil BC se trouve dans un même plan (vertical) que la tige 
AB. Déterminer les réactions des supports et les tensions des fils. 


Fig. 53 


Solution. Les tensions des fils TA et TA sont dirigées de À vers D et de B 
vers C. Les réactions À, et RA sont perpendiculaires aux plans correspondants. 
La résolution des équations d'équilibre donne 


P 
RB=—P, Ts=-cig a, R\1=T8gsinp, Ta=Tncosf. 
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4. Deux tiges de longueur Z sont réunies en haut par une charnière et atta- 
chées en bas par un fil AB (fig. 54). Au milieu de l’une des tiges est appliquée une 
force F (on néglige le poids des tiges). Calculer les forces de réaction. 


Fig. 54 


Solution. La tension 7 du fil agit au point À de À vers B et au point B de 
B vers À. Les reactions RA4 et AR aux points À et B sont perpendiculaires au 
plan du support. Désignons par RQ la force de réaction agissant à la charnière 
sur la tige AC. Sur la tige BC agit alors une force de réaction —R,. La condi- 
tion que la somme des moments des forces Ry, T et — R, agissant sur la tige BC 
soit nulle, impose que le vecteur R, soit dirigé suivant BC. Les autres condi- 
tions d'équilibre (pour chacune des deux tiges) conduisent aux valeurs 

3 F F 1 
Ra ds Rp== Hors Ti: Fciga, 


où «& est l'angle CAB. 


$ 39. Mouvement dans un système de référence non galiléen 


Jusqu'à présent, en considérant le mouvement d’un système 
mécanique quelconque, nous l’avons toujours rapporté à un système 
de référence galiléen. C’est seulement dans un tel système que la 
fonction de Lagrange, par exemple, d’une particule dans un champ 
extérieur peut s’écrire : 


2 
Lo —U, (39,1) 
et qu’on aura pour équation du mouvement 
dvo _ __ ôU 
dt or 


(nous désignerons dans ce paragraphe par l'indice 0 les grandeurs 
rapportées à un système galiléen). 
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Voyons maintenant quelle forme prendront les équations du 
mouvement d’une particule dans un système non galiléen. Notre 
point de départ pour résoudre ce problème sera de nouveau le prin- 
cipe de moindre action dont l'application n’est en aucune façon 
limitée par le choix du système de référence ; en plus de ce principe, 
les équations de Lagrange 


d OL 0L 
restent également valables. Cependant, la fonction de Lagrange n’a 
plus la forme (39,1) et pour la calculer il est nécessaire de soumettre 
la fonction L; à une transformation appropriée. 

Nous effectuerons cette transformation en deux étapes. Consi- 
dérons d’abord un système de référence X”’, animé d’un mouvement 
de translation avec une vitesse V (f) par rapport à un système gali- 
léen X,. Les vitesses v, et v’ d’une particule relativement aux systè- 
mes À, et KX”, sont liées par la relation 


Vo== V'+- V(t). (39,3) 
Portée dans (39,1), cette expression donne la fonction de Lagrange 
dans le système Æ’: 


L'= 


nmv'? M %: e 
5 Him Vi Vi —U. 


Mais V? (6) est une fonction donnée du temps. Elle peut être repré- 
sentée comme la dérivée totale par rapport à € d’une autre fonction, 
et par suite, on peut omettre le troisième terme de l'expression 
ci-dessus. D'autre part, v’ -- dr’/dt, où r’ est le rayon vecteur de la 
particule dans le système de coordonnées X”; par conséquent, 
fon. dr” _ d , , dV 
mV (t) v —= mV —- = (nVr }— mr - . 

En portant cette valeur dans la fonction de Lagrange et en omet- 
tant de nouveau la dérivée totale par rapport au temps, nous obte- 
nons finalement : 


mu'2 ; : 
D mW(t}r'—U, (39,4) 


L=—- 


où W—dV/dt est l’accélération du mouvement de translation du 
système X”. 
Etablissons à l’aide de (39,4) l'équation de Lagrange; il vient 
dv’ ou 
On voit donc qu’au point de vue de son influence sur l'équation 
du mouvement de la particule, le mouvement de translation accé- 
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léré du système de référence est équivalent à l’apparition d’un 
champ de force homogène, la force qui agit dans ce champ étant 
égale au produit de la masse de la particule par l'accélération W 
et dirigée dans le sens contraire de cette accélération. 

Introduisons maintenant un autre système de référence X, de 
même origine que le système À” mais tournant par rapport à celui- 
ci avec une vitesse angulaire @ (#); par rapport au système galiléen 
K5, le système X effectue donc à la fois une translation et une rota- 
tion. 

La vitesse v’ de la particule relative au système X” se compose 
de sa vitesse v relative au système Æ et de la vitesse Q X r du mou- 
vement de rotation qu'elle effectue en même temps que le système Æ 


V=v+Qxr 


(les rayons vecteurs r et r’ de la particule dans les systèmes X 
et X’ coïncident). Portant cette expression dans la fonction de 
Lagrange (39,4), nous obtenons: 


LM mv(Q xx) + (Rx rP—mWr—U. (39,6) 


Telle est la forme générale de la fonction de Lagrange dans un 
système de référence quelconque, non galiléen. Notons que la rota- 
tion du système de référence fait apparaître dans la fonction de 
Lagrange un terme tout à fait spécial, linéaire par rapport à la 
vitesse de la particule. 

Pour calculer les dérivées qui entrent dans l’équation de Lagran- 
ge, écrivons la différentielle totale: 


dL—mvdv+mdv(Q Xr)+mv(Q x dr) + 
+m(Q x r) (@ x dr)—mW dr — dr = 
=mvdv+mdv(Q Xr)+mdr(v x Q)+ 

+m{(@ xx) X Ode —mW dr dr. 


En réunissant les termes qui contiennent dv et dr, on obtient : 


9L 
ra =mv+m(Qxr), 
oU 
= my X Q)+m(Q x») X Q—mW— Se. 


Portées dans (39,2), ces expressions nous donnent l'équation du 
mouvement cherchée : 


m Se = — mn W + mr x Q + 2mv x Q+mQ X (rx Q). (39,7) 
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On voit que les « forces d'inertie » dues à la rotation du système 


de référence se composent de trois parties. La force mr X Q est 
liée à la non-uniformité de la rotation, et les deux autres existent 
même si la rotation est uniforme. La force 2mv X Q@ est appelée 
force de Coriolis; à la différence de toutes les forces (non dissipatives) 
que nous avons considérées avant, elle dépend de la vitesse de la 
particule. La force mQ X (r X @) est dite centrifuge. Elle est diri- 
vée dans le plan passant par r et @ perpendiculairement à l'axe 
de rotation (c'est-à-dire à la direction de Q) et en s’éloignant de 
l’axe; elle a pour valeur absolue mpQ? où p est la distance de la 
particule à l’axe de rotation. 

Considérons spécialement le cas d’un système de coordonnées 
animé d’une rotation uniforme, sans accélération du mouvement 
de translation. Posant dans (39,6) et (39,7) Q — Cte, W — 0, nous 
obtenons la fonction à Lagrange 


LU my(Q xr)+ + (8 x r} —U (39,8) 
et l’équation du mouvement 
mn = — + 2m (vx Q)-+ me x (r x Q). (39,9) 


Calculons également ici l’énergie de la particule. Portant 
pe =mv+mQxr (39,10) 
dans E — pv —£L, on obtient : 


mt 


ET (Q xr) +U. (39,11) 


Remarquons que dans l’expression de l’énergie il n’y a pas de terme 
linéaire par rapport à la vitesse. L'influence de la rotation du sys- 
tème de référence se réduit à l’addition d’un terme dépendant seule- 
ment des coordonnées de la particule et proportionnel au carré de 
la vitesse angulaire. Cette énergie potentielle supplémentaire 


— + (R x r}? est dite centrifuge. 
Le vitesse v de la particule par rapport au système de référence 


tournant uniformément est liée à sa vitesse par rapport au système 
galiléen X, par 


Vo=v+Qxr. (39,12) 
Par suite, l'impulsion p (39,10) de la particule dans le système K 
coïncide avec son impulsion po — Mvo dans le système XK,. Il en 


est de même pour les moments cinétiques M, = r X ps et M — 
— r X p. Mais les énergies de la particule dans les systèmes X et 


12—640 
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K, sont différentes. Portant v de (39,12) dans (39,11), nous obtenons: 


= mu Q U mvé . 
Te) —mvo(Q X r) + = 5 U—m(rx Vo) ©. 
Les deux premiers termes représentent l’énergie £, dans le système À. 
Introduisant dans le dernier terme le moment cinétique, nous oblenons: 


EE, Me. (39,13) 


Cette formule définit la loi de transformation de l’énergie lors- 
qu’on passe à un système de coordonnées animé d’une rotation 
uniforme. Bien que nous l’ayons établie pour une seule particule, 
il est évident que le raisonnement peut être immédiatement géné- 
ralisé à un système quelconque de particules et conduit à la même 
formule (39,13). 


Problèmes 

4. Soit un corps tombant en chute libre. Trouver l’écart par rapport à la 
verticale provoqué par la rotation de la Terre (la vitesse angulaire de rotation 
sera considéreé comme petite). 

Solution. Dans le champ de pesanteur Ü — —-m gr, où g est le vecteur accé- 
lération de la pesanteur ; en négligeant dans l'équation (39,9) la force centrifu- 
ge qui renferme le carré de @, nous obtenons l’équation du mouvement sous la 
forme 


v-2vXQ+g. 1} 

Résolvons cette équation par approximations success:ves. Posons pour cela 

v= vi+ ve où v, est la solution de l'équation vi=-g, c'est-à-dire vi :gt-} 

+ vo (Vo Vitesse initiale). Portant v —v;i-=v2 dans (1) et ne gardant à droite 
que v4, nous obtenons pour v2 l'équation 


Vo X QE X A2 X Q. 


L'intégration donne 
12 
Fr à 
2 
où h est le vecteur de la position initiale de la particule. 
Orientons l'axe z verticalement vers le haut et l’axe x suivant le méri- 
dien vers le pôle; on a alors 
Lx = y 0, 87 —8$; Q;--QcosX, Q,:-0, Q, -Qsin À, 


où À est la latitude (disons nord pour fixer les idées). Posant dans (2) v5..-0, 
il vient 


3 
EXO BvoXE, @) 


13 
z—0, dre gQ cos À. 
En y substituant le temps de chute t= V2hjg, nous trouvons finalement 
4 [2h \3/2 
GE; es nes (+) gQ cos À 


(le signe moins pour y correspond à un déplacement vers l’est). 
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2. Déterminer l'écart du plan pour un corps lancé de la surface de la Terre 
avec une vitesse initiale vo. 

Solution. Choisissons le plan xz tel qu’il contienne la vitesse v,. Hauteur 
initiale h=—0. Pour l’écart latéral, l'équation (2) du problème 1 donne 


13 
ere LQx + 12 (Qxvoz — Qzvox) 
soit, en substituant la durée du trajet ? = 2vp,/g : 
ane, [1 
er ou (+ vozQx—v0x0> ) . 


3. Déterminer l'influence de la rotation de la Terre sur les petites oscilla- 
tions d’un pendule (pendule de Foucault). 

Solution. Négligeant le déplacement vertical du pendule comme infiniment 
petit du second ordre, on peut considérer que le mouvement s’effectue dans le 
plan horizontal xy. Omettons les termes qui contiennent Q2, et écrivons les équa- 
tions du mouvement sous la forme 


z+Or-- 20,4, y+o?y::—20,7, 
où &@ est la fréquence des oscillations du pendule comple non tenu de la 
rotation de la Terre. Multipliant la seconde équation par à et l'ajoutant 
à la première, nous obtenons l'équation unique 
E+21Q,È + @2E — 0 
pour la quantité complexe £—x+iy. Pour Q, &@ la solution de cette 
équation est de la forme 


—iQ_t : = 
E—e t Z (AyeiotL 4e toi 


où 


,..,  —i@,t | 
ziye  ? (xo+iyo), 
où les fonctions x, (t) et yo (t) donnent la trajectoire du pendule compte non tenu 
de la rotation de la Terre. L'influence de cette rotation se ramène par 
conséquent à un pivotement de la trajectoire autour de la verticale avec une 
vitesse angulaire Q,. 


12% 


CHAPITRE VII 


ÉQUATIONS CANONIQUES 


$ 40. Equations de Hamilton 


La formulation des lois de la Mécanique à l’aide de la fonction 
de Lagrange (et des équations de Lagrange que l’on en déduit) suppose 
que l’on se donne, pour décrire l’état mécanique d’un système, les 
coordonnées et les vitesses généralisées de celui-ci. Cette méthode 
n’est cependant pas la seule possible. La description de l’état du 
système à l’aide de ses coordonnées et des impulsions généralisées 
présente un certain nombre d'avantages, notamment pour l'étude 
de divers problèmes généraux de Mécanique. Mais on doit alors 
chercher les équations du mouvement correspondant à cette méthode. 

On peut passer d’un choix de variables indépendantes à un autre 
à l’aide de la transformation connue en mathématiques sous le nom 
de transformation de Legendre. Dans le cas donné cette transfor- 
mation prend la forme suivante. 

La différentielle totale de la fonction de Lagrange des coordon- 
nées et des vitesses est 


ôL OL ,° 
i i 9di 


On peut écrire cette expression sous la forme 


dL= Ÿ pidqi + Ÿ pidgi, (40,1) 


puisque les dérivées ôLI6g: sont, par définition, les impulsions 


généralisées et que les équations de Lagrange donnent ôLlôg; = pi. 
Ecrivant maintenant le second terme de (40,1) sous la forme 


D pi dgi = d(D piqi) — Ÿ qu dpi, 
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puis transportant la différentielle totale d(Ÿ piqi) dans le pre- 
mier membre et changeant les signes, nous tirons de (40,1): 


d(S pig —L) = — Y p; dg: + À qi dpi. 
La quantité sous le signe différentiel représente l’énergie du 
système (voir $ 6); exprimée en fonction des coordonnées et des 
impulsions, elle est appelée fonction de Hamilton du système 


H (p, q, t)= >» pigi —L. (40,2) 
? 
De l'égalité 
dH = — Y pi di + À qi dpi, (40,3) 
dans laquelle les variables indépendantes sont les coordonnées et 
les impulsions, on tire les équations 
: 0H ; 0H 
De EE" (40,4) 
Ce sont les équations du mouvement cherchées: elles ont pour 
variables p et q, et on les appelle équations de Hamilton. Elles cons- 
tituent un système de 2s équations différentielles du premier ordre 
à 2s fonctions inconnues p (t) et q (t), qui remplacent les s équations 
du second ordre obtenues par la méthode de Lagrange. A cause de 
leur simplicité formelle et de leur symétrie, ces équations sont dites 
aussi canoniques. 
La dérivée totale par rapport au temps de la fonction de Hamil- 


ton est 
dH OH ôH * , OH * 
art À am Ut À 5 Pt 


En y portant qi et Pi tirés des équations (40,4), les deux derniers 
termes s’annulent mutuellement, de sorte que 


dH 0H 

D ot (40,5) 
En particulier, si la fonction de Hamilton ne dépend pas explici- 
tement du temps, on a dH/dt = 0, c’est-à-dire qu’on retrouve la loi 


de conservation de l’énergie. 


A côté des variables dynamiques 3, q ou q, p, les fonctions de 
Lagrange et de Hamilton contiennent des paramètres différents: 
ce sont des grandeurs qui caractérisent les propriétés du système 
mécanique lui-même ou du champ extérieur qui agit sur lui. Soit 
À l’un de ces paramètres. Si nous le considérons comme variable, 
nous aurons au lieu de (40,1): 


. e oL 
dL = Ÿ\ pidgi+ D pi dgi + da, 
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et au lieu de (40,3), nous obtiendrons: 


AU — 9 prdgi + VD qdpi— + dh. 


D'où la relation 


COEUR Go 


qq 
entre les dérivées partielles des fonctions de Lagrange et de Hamil- 
ton par rapport au paramètre À ; les indices dont sont affectées ces 
dérivées signifient que la dérivation doit être effectuée dans un cas 


à p et qg constants, et dans l’autre à q et q constants. 

Ce résultat peut être présenté sous une autre forme. Soit L— 
— L,+L' la fonction de Lagrange, où L’ est une quantité petite 
ajoutée à la fonction fondamentale Z,. La quantité correspondante 
que l’on doit ajouter à la fonction de Ilamilton 77 -- H, -:- H' 
est alors liée à L’ par 


(H'})p,g= —(L") (40,7) 


g, q 

Notons que dans la transformation (40,1) à (40,3), nous n'avons 
pas écrit le terme en dt qui tiendrait compte de la dépendance expli- 
cite possible de la fonction de Lagrange par rapport au temps; en 
effet, dans la forme considérée, ce terme jouerait simplement le 
rôle d’un paramètre sans rapport avec la transformation effectuée. 
Les dérivées partielles par rapport au temps de Z, et de A sont liées 


par la relation 
= bee (40,8) 


analogue à la formule (40,6). 


Problèmes 
1. Trouver la fonction de Hamilton d'un point matériel, en coordonnées 


cartésiennes, cylindriques et sphériques. 
Réponse : en coordonnées cartésiennes x, y, z: 


1 : . 
H :- Om (PS + Py + P?) + U (x, ÿ; 2). 
En coordonnées cylindriques r, œ, z: 


1 
Le 2m 


2 


(oi+8 + pe) +0 (7, 9 2). 


r2 


En coordonnées sphériques r, 6, : 


1 PË P4 . 
PE on (rite) +0 RQ 
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2. Trouver la fonction de Hamilton d'une particule dans un système de 
référence animé d’un mouvement de rotation uniforme. 

Solution. En exprimant dans l'énergie (39,11) la vitesse v en fonction de 
l'impulsion p d'après (39,10), on obtient : 


H= 2 Q (HXp}+t 
2m ‘ 

3. Trouver la fonction de Hamilton d’un système constitué par une parti- 
cule de masse M et de n particules de masses m, le mouvement étant rapporté 
au référentiel du centre d'inertie (cf. prob., $ 13). 

Solution. L'énergie Æ se déduit de la fonction de Lagrange trouvée dans 
le problème du $ 13 en changeant le signe devant L’. On à les impulsions géné- 
ralisées : 


ôL m? 
Pa — ET SU UT > Vas 
a 


On en déduit : 


2 M 
» Pa= mn D v re die De us > Va: 


La substitution dans Æ£ donne: 


_ 1 2 | 1 Y è 
D Drit M (X pa) 
a «a 


$ 41. Fonction de Routh 


Dans certains cas, lorsqu'on passe aux nouvelles variables, 
il peut être utile de ne pas remplacer par les impulsions toutes les 
vitesses généralisées, mais seulement quelques-unes d’entre elles. 
La transformation correspondante est tout à fait analogue à celle 
que nous avons effectuée au paragraphe précédent. 

Pour simplifier l'écriture, supposons d’abord qu’on n’a que 
deux coordonnées, q et &, et effectuons la transformation qui fait 


passer des variables q, &, q: Ë aux variables q, &, p, ë, où p est 
l'impulsion généralisée correspondant à la coordonnée g. 
La différentielle de la fonction de Lagrange est 


ôL 


dl = dq Da 49 q+ Di = L dE — p da + p dg+ EE dé, 


0 ge 


d(L— pq)= p dg— q dp + GE 
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Introduisons la fonction appelée fonction de Routh 
R (q, P ë, E)= — pq —L, (41,1) 


qui exprime la vitesse q en fonction de l’impulsion p à l'aide de 
la formule p— 0L/0q. Par différentiation on a: 


L $ ôL ôL 
dR= —pdg+qdp—-5% dé d8. (41,2) 
ÔË 
D'où il résulte que 
0R : 0R 
ôL of OL OR 
Re (41,4) 


En portant les dernières égalités dans l'équation de Lagrange 
exprimée en fonction de la coordonnée E£, on obtient: 


d Ô0R OR - 
= (41,5) 
WU 

Ainsi, la fonction de Routh est fonction de Hamilton par rapport 
à la coordonnée q (équations (41,3)) et fonction de Lagrange pour 
la coordonnée Ë (équation (41,5)). 

Conformément à la définition générale, l'énergie du système 
est 


: OL : ÔL * + OL 
E=q—+i—L=pq+i—L. 
ôq dŒ 6 


On l’exprimera à l’aide de la fonction de Routh en y substituant 
(41,1) et (41,4) 

BR, 

dË 


L'extension des formules obtenues au cas de plusieurs coordon- 
nées q et £ est immédiate. 

L'utilité de la fonction de Routh se révèle en particulier lors- 
qu’on a des coordonnées cycliques. Si les coordonnées q sont cycli- 
ques, elles n’entrent pas explicitement dans la fonction de Lagrange, 
et par suite non plus dans la fonction de Routh, de sorte que celle-ci 


(41,6) 


sera fonction seulement de p, &, &. Mais les impulsions p correspon- 
dant aux coordonnées cycliques sont constantes (cela résulte égale- 
ment de la deuxième équation (41,3), qui dans ce sens ne donne 
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rien de nouveau). Une fois les impulsions p remplacées par leurs 
valeurs constantes données, les équations (41,5) 


_d 9R(p, 6, &)_OR(p, &, &) 

dé à dE 
se réduisent à des équations contenant seulement les coordonnées 
£, de sorte que les coordonnées cycliques disparaissent complète- 
ment. Si ces équations sont résolues et les fonctions & ({) trouvées, 
il suffit de les porter dans le second membre des équations 


__OR(p, E, Ë) 
Op 
pour trouver par intégration directe les fonctions g(#). 


Problème 


Trouver la fonction de Routh d'une toupie symétrique dans un champ 
LT U (+, 8), en éliminant la coordonnée cyclique # (1, , 6 angles 
Euler) 
Solution. Fonction de Lagrange 


= A (82 + ç2 sin? 6) +28 (+ @ cos 0)2—U (9, 0) 


(voir problème 1, $ 35). Fonction de Routh 
2" 


. D . I! 2 
R= pyÿ—L= 7 — PyP cos 0 ——- (02 + p?sin?6) EU (p, 8); 


le premier terme de cette expression est une constante que l’on peut omettre. 


$ 42. Crochets de Poisson 


Soit f (p, q, t) une fonction des coordonnées, des impulsions et 
du temps. Ecrivons sa dérivée totale par rapport au temps: 


d Ô G) 0 ° 
a at2 EX + Lo pa) 


En remplaçant qn et pr par leurs expressions tirées des équations 
de Hamilton (40,4), on obtient : 


df rs 


où on a introduit la notation 
. OH Ôôf OH ôf 
= os ao — an dm) (42,2) 


L'expression (42,2) est appelée crochets de Poisson pour H et f. 


186 ÉQUATIONS CANONIQUES 


De telles fonctions des variables dynamiques, qui restent cons- 
tantes pendant le mouvement du système, constituent, comme on 
le sait, des intégrales premières. On voit d’après (42,1) que la con- 
dition pour que f soit intégrale première (df/dt - 0), peut s’écrire: 


-{Hf}=0. (42,3) 


Si l'intégrale première ne dépend pas explicitement du temps 
{I1f} = 0, (42,4) 


c’est-à-dire que ses crochets de Poisson formés avec la fonction de 
Hamilton doivent s’annuler. 

Pour deux grandeurs quelconques f et g les crochets de Poisson 
se définissent de la même manière que dans (42,2): 


(e= > (Hier 2e). (42,5) 
k 


OpR OR 0qR OpR 


Les crochets de Poisson possèdent les propriétés suivantes qui se 
déduisent aisément de leur définition. 

Si on intervertit les fonctions, les crochets changent de signe; 
si l’une des fonctions est constante (c), le crochet est nul: 


{fg} = — {gi} (42,6) 
{fe} 0. (42,7) 
Ensuite 
(fi + fo g} = {f18} + {f2g}, (42,8) 
{fafas g} = fafeg} + fafig}. (42,9) 


En prenant la dérivée partielle de (42,5) par rapport au temps, 
on obtient : 


te {ie} + {5 2). (42,10) 


Si l’une des fonctions f ou g coïncide avec une impulsion ou 
une coordonnée, les crochets de Poisson se réduisent simplement 
à une dérivée partielle : 

0 


{fau} = Le ? (42,11) 
{{pa} = — _. (42,12) 
On obtient la formule (42,11), par exemple, en posant dans (42,5) 


() 
g = gqg»; toute la somme se réduit alors à un terme, puisque D £ 
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== Op et D — 0. En posant dans (42,11) et (42,12) la fonction f 
égale à g; et p;, on aura en particulier 


{qiqn} =0,  {pipx}—=0,  {piqu} — in. (42,13) 


Entre les crochets de Poisson formés de trois fonctions il 
existe la relation 


{gh}}+{g th} +{h{fe}}= 0, (42,14) 


appelée identité de J'acobi. 

Pour la démontrer, faisons la remarque suivante. Selon la défini- 
tion (42,5) Les crochets de Poisson {fg} sont des fonctions homogènes 
bilinéaires des dérivées premières de f et g. Par suite, le crochet 
{h {fg}}, par exemple, est une fonction linéaire homogène des déri- 
vées secondes de f et g. Tout le premier membre de l'égalité (42,14) 
est donc une fonction homogène linéaire des dérivées secondes des 
trois fonctions f, g, h. Réunissons les termes qui contiennent les 
dérivées secondes de jf. Le premier crochet n’en renferme pas: il 
ne contient que les dérivées premières de jf. Ecrivons la somme des 
deuxième et troisième crochets sous forme symbolique en utilisant 
les opérateurs différentiels linéaires D, et D: donnés par 


Di(ç)={gp}, D:(p)= {hp}. 


{8 {hf}}+{h {lg} = {ge hf} —{h{ef}} = 
= D, (D: (f)) — D: (D; (f)) DE (D,D; — DD) f. 
Il est facile de voir cependant qu’une telle combinaison d’opéra- 
teurs différentiels linéaires ne peut contenir de dérivées secondes 
de f. En effet, la forme générale des opérateurs différentiels 
linéaires est 


On a alors 


Ô 
Di= Dh: D; = D —— , 
k k 


— 


où &, et mx sont des fonctions quelconques des variables x1, æ2, ... 


Par suite, 
ôn: 9 
DiD:=— 2 SN — OZ] +2 ER Otk Ôt ? 


=. 0Ër 0 
DD; 9 m8 HE Fe Sn an où” 
k, I k,l 


et la différence de ces produits 


| ô ô 
DD: —D,D= Ÿ (Ex cu Mk _ ] FA 
k, 
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est de nouveau un opérateur contenant seulement des dérivées pre- 
mières. Ainsi, dans le premier membre de l'égalité (42,14), tous 
les termes à dérivées secondes de f s’annulent réciproquement, et 
puisqu'il en est évidemment de même pour les fonctions g et h, 
l'expression entière est identiquement nulle. 

Une propriété importante des crochets de Poisson consiste en 
ce que, si j et g sont deux intégrales premières, leurs crochets de 
Poisson sont aussi une intégrale première 


{fg} = Cte (42,15) 


(théorème de Poisson). 

La démonstration de ce théorème est très simple si f et g ne 
dépendent pas explicitement du temps. En posant dans l'identité 
de Jacobi h—H, on a: 


{A {fe}} +{f {8H}}+{g{Hf}} 0. 


D'où il est clair que si {Hg} = 0 et {Hf} = 0, alors {H {gf}} — 0, 
ce qu’il fallait démontrer. 

Si par contre les intégrales premières f et g dépendent explici- 
tement du temps, nous écrirons en partant de (42,1 


je = 2 (fe) -+{H (fe). 


En utilisant la formule (42,10) et en remplaçant le crochet 
{H {fg}} par deux autres d’après l’identité de Jacobi, nous obtenons : 


TH te= {Le} + Garru (e)1)}—{e{Hf}= 
={+ +{4Af}, e}+{s 5 + +(H8}} 


ou 
He) {Se} + {5 (42,16) 


et la démonstration du He de Poisson dans le cas général 
est alors évidente. 

Bien entendu, en appliquant le théorème de Poisson, nous 
n’obtiendrons pas toujours de nouvelles intégrales premières, puis- 
que leur nombre est généralement limité (2s — 1, où s est le nombre 
de degrés de liberté). Dans certains cas, nous pouvons obtenir un 
résultat trivial : les crochets de Poisson se ramenant à une constante. 
Dans d’autres cas, la nouvelle intégrale obtenue peut être simplement 
une fonction des intégrales fondamentales f et g. Si aucun de ces 
cas ne se présente, les crochets de Poisson donneront une nouvelle 
intégrale première. 
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Problèmes 


1. Déterminer les crochets de Poisson formés des composantes cartésiennes 
de l'impulsion p et du moment cinétique M = r X p d’un point matériel. 
Solution. A l’aide de la formule (42,12) on trouve 
0M 
{Mxpy}= DETTE > 


et de la même façon 


A rer. (YPz— 2Py) = — Pz 


{MxPx}=0, {Mxp:} — Pye 


Les autres crochets s’obtiennent de là par permutation circulaire des indi- 
ces x, ÿ, Z 
2. Déterminer les crochets de Poisson formés des composantes de M. 
Solution. La formule (42,5) donne par un calcul immédiat 


MM = Ms Myhl= Ms {M M3h= My 


Puisque les impulsions et les coordonnées de différentes particules sont des 
variables indépendantes les unes des autres, il est facile de voir que les formu- 
les obtenues aux problèmes 1 et 2 sont également valables pour l'impulsion to- 
tale et le moment total d’un système de particules quelconque. 

3. Montrer que 

{PM} — 


où œ est une fonction scalaire des RO et de PEapülsion d'une 
particule. 

Solution. Une fonction scalaire ne peut dépendre des composantes des 
vecteurs r et p que dans les combinaisons r?, eu rp. Par suite, 


0 Op 
a + 209 À S P 
et de même pour 0®p/ôp. La relation cherchée se vérifie immédiatement 


d'après la formule (42,5) compte tenu des règles de différentiation indiquées. 
4. Montrer que 


{{M,} = n X f, 
où f est une fonction vectorielle des coordonnées et de l’impulsion d’une particu- 
le, et n le vecteur unitaire de l'axe z. 
Solution. Tout vecteur f (r, p) peut être écrit sous la forme Ê — rg4 + pp: + 
+ (r X p) Ps, où 1, Ge, pa sont des fonctions scalaires. La relation cherchée 
se vérifie directement à l’aide des formules (42,9), (42,11), (42,12) et de la for- 
mule donnée au problème 3. 


$ 43. L'action en fonction des coordonnées 
En formulant le principe de moindre action, nous avons consi- 
déré l'intégrale 
S=\zat, (43,1) 


prise le long de la trajectoire entre deux positions données q et 
qg® occupées par le système à deux instants donnés #, et ft». Lors- 
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qu'on faisait varier l’action, on comparaissait les valeurs de cette 
intégrale pour des trajectoires voisines ayant les mêmes limites 
q (t1) et q (t2). Une seule de ces trajectoires correspond au mouve- 
ment réel: celle pour laquelle l’intégrale S est minimum. 

Envisageons maintenant la notion d’action sous un autre aspect. 
Précisément, nous allons considérer S$ comme une grandeur caracté- 
risant le mouvement le long de trajectoires réelles, et nous compare- 
rons les valeurs qu’elle prend pour des trajectoires ayant une origine 
commune gq (t) = g'?, mais passant à l'instant #, par des positions 
différentes. En d'autres termes, nous considérerons l'intégrale 
d'action pour des trajectoires réelles comme fonction des valeurs 
des coordonnées à la limite supérieure d'intégration. 

La variation de l’action lorsqu'on passe d’une trajectoire à 
une trajectoire voisine est donnée (pour un degré de liberté) par 
l'expression (2,5): 

ôS — [T ôq ei (Sr) 6q dt. 
og. ln V0 EG 


Puisque les trajectoires d’un mouvement réel satisfont aux équa- 
tions de Lagrange, l’intégrale donnée ici s’annule. Dans le premier 
terme, posons à la limite inférieure Ôgq (ti) :— O et désignons simple- 


ment la valeur ôgq (t») par ôg. En remplaçant également ôL/6q par p, 
nous obtenons finalement ÔS — pôq, soit pour un nombre quelcon- 
que de degrés de liberté 


Cette relation entraîne que les dérivées partielles de l’action 
par rapport aux coordonnées sont égales aux impulsions corres- 
pondantes 


os S 
D =: Pi (43,3) 


De façon analogue, on peut envisager l'action comme fonction 
explicite du temps; on considère dans ce cas des trajectoires par- 
tant à un instant donné #, d’une position donnée gq‘" pour aboutir 
à une position donnée qg°?? à des instants différents t, — t. La dérivée 
OS/ôt ainsi comprise peut être trouvée au moyen d’une variation 
appropriée de l'intégrale. Le plus simple cependant est d'utiliser 
la fonction (43,3) en opérant de la façon suivante. 

Par définition, la dérivée totale de l’action par rapport au temps 
le long de la trajectoire est égale à 


ds 
= L. (43,4) 
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D'autre part, en considérant S$ comme une fonction des coordon- 
nées et du temps dans le sens indiqué plus! haut et en utilisant 
la formule (43,3), on aura 
dS ôS êS , OS j + : 
SR art À Pi. 
L 


t 


En comparant les deux Fe on trouve 


LEE À pig 


soit finalement : 
OS 


= —H. (43,5) 


On peut réunir les formules (43,3) et (43,5) en une expression 


dS = Ÿ pi dg; —H dt (43,6) 


qui donne la différentielle totale de l’action comme fonction des 
coordonnées et du temps à la limite supérieure de l'intégrale (43,1). 
Supposons maintenant que les coordonnées (et le temps) varient 
non seulement pour la fin, mais aussi pour le début du mouvement. 
Il est évident que la variation correspondante de S sera donnée 
par la différence des expressions (43,6) pour les deux extrémités, 
c'est-à-dire 


dS = À pp dg$ —H® W® — TS pi dgÿ + HS dE. (43,7) 


Cette relation montre déjà par elle-même que quelle que soit 
l'action extérieure à laquelle est soumis le système pendant son 
mouvement, son état final ne peut être une fonction arbitraire de 
son état initial: seuls sont possibles les mouvements pour lesquels 
l'expression (43,7) est une différentielle totale exacte. Ainsi, 
par son existence même, et indépendamment de la forme concrète 
de la fonction de Lagrange, le principe de moindre action impose 
à l’ensemble des mouvements possibles des limites bien détermi- 
nées. Notamment, il est possible d’établir un ensemble de lois 
générales (indépendantes de la forme des champs extérieurs) pour 
des faisceaux de particules se propageant à partir de points donnés 
de l’espace. L’étude de ces lois fait l’objet de l’Optique géométrique *. 

Il n’est pas sans intérêt de noter que les équations de Hamilton 
peuvent être déduites formellement de la condition de minimum 


1 Voir Théorie du champ, $$ 53-57. 
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de l’action, si on représente celle-ci, compte tenu de (43,6), par 
l'intégrale 


S — \ (X Pi dqi —H dt) (43,8) 


et si on considère les coordonnées et les impulsions comme des gran- 
deurs que l’on fait varier indépendamment. En supposant de nou- 
veau pour simplifier qu’on n’a qu’une coordonnée (et une impulsion), 
écrivons la variation de l’action 


H 0H 
as — | { pdp+ pd 6q— Pr 6g dt — épdt} : 


La transformation du second membre (intégration par parties) donne : 
0H : 0H 
ÔS — \ Ôp (da—— dt) + pôq —\ Ôg (dp LT di) 


Aux limites d'intégration, nous devons poser ôg — 0, de sorte 
que le terme tout intégré disparaît. L'expression qui reste ne peut 
être nulle pour des Ôp et ôg indépendants et arbitraires que si les 
parenthèses sous chacun des signes somme sont nulles: 

0H 0H 
c'est-à-dire qu'après division par dt, nous obtenons les équations 
de Hamilton. 


$ 44. Principe de Maupertuis 


Le mouvement d’un système mécanique est complètement déter- 
miné par le principe de moindre action: en résolvant les équations 
du mouvement qui découlent de ce principe, on peut trouver aussi 
bien la forme de la trajectoire que la relation entre une position 
sur cette trajectoire et le temps correspondant. 

Si on s’en tient à la question plus restreinte de la détermination 
de la seule trajectoire (laissant de côté la partie temporelle du pro- 
blème), il est possible alors de donner au principe de moindre action 
une forme simplifiée. 

Supposons que la fonction de Lagrange, et avec elle la fonction 
de Hamilton, ne contienne pas le temps explicitement, de sorte 
que l'énergie du système se conserve 


H (p, 9) =E = Cte. 
D'après le principe de moindre action, la variation de l’action 


pour des valeurs initiales et finales des coordonnées et du temps 
(disons t et t) données est nulle, Mais si l’on admet la variation 
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de l'instant final #, les coordonnées initiales et finales étant tou- 
jours fixées, on a alors [cf. (43,7)]: 


8S — — Hôt. (44,1) 


Nous allons à présent comparer non pas tous les déplacements 
virtuels du système, mais seuls ceux vérifiant la loi de conservation 
de l'énergie. Pour de telles trajectoires, nous pouvons remplacer 
H dans (44,1) par la constante £, ce qui donne: 


SSL E8t —0. (44,2) 


Ecrivant l’action sous la forme (43,8) et remplaçant de nouveau } 
par E, il vient 


= Y piôg—E (tt). (44,3) 
Le premier terme dans cette expression, 


So—\ 3 riôg, (44,4) 


est parfois appelé action réduite. Substituant (44,3) dans (44,2), 
on trouve que 


ôSo— 0. (44,5) 


De sorte que l’action réduite a un minimum sur l’ensemble 
de toutes les trajectoires satisfaisant à la loi de conservation de 
l'énergie et passant par le point final à un instant arbitraire. Pour 
utiliser ce principe variationnel, il faut au préalable exprimer les 
impulsions, et avec elles toute l’expression sous le signe somme 
dans (44,2), en fonction des coordonnées q et de leurs différentielles 
da. Il faut partir pour cela des égalités 


ô dq 
Pi = 0 L q; mrE ? 44,6 
0qi Fe ) | 
qui définissent les impulsions, et de l’équation 
dq 
Es, <)=E, (44,7) 


qui exprime la loi de conservation de l'énergie. Tirant de cette 
dernière la différentielle dt en fonction des coordonnées g et de leurs 
différentielles dg d’après (44,7) et portant dans les formules (44,6), 
nous exprimons les impulsions en fonction de q et dq, et l’énergie E 
jouera alors le rôle d’un paramètre. Le principe variationnel ainsi 
obtenu détermine la trajectoire du système; on l'appelle habituel- 
lement principe de Maupertuis (bien que sa formulation exacte ait 
été donnée par Euler et Lagrange). 


13-640 
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Explicitons les opérations sous la forme habituelle de la fonction 
de Lagrange (5,5) comme différence des énergies cinétique et poten- 
tielle : 

1 +. 
= D din (g) gign —U (q). 
i,k 
Les impulsions sont alors 
OL 
pi = J'ai (g)qn 
0q; k 
et l'énergie 


| — 
E = Ÿ ain (g) qian +U (a). 


ea 


i, À 


De la dernière égalité on tire 


dt — AÉÈRE Da air dqi dar (44,8) 


EU) 
et portant cette expression dans 


D pi dqi = Ÿ, ain -Gh dqi; 


i,hR 


nous obtenons l’action raccourcie sous la forme 


So=( V/2Œ—0) D ain dai dpr. (44,9) 
i,R 
Eu particulier pour un point matériel l’énergie cinétique est 
m {dt\2 
2 


(où m est la masse de la particule et dZ l'élément de longueur 
de la trajectoire), et le principe variationnel pour déterminer la 
forme de la trajectoire : 


ô \ V'2m(E—U) di = 0, (44,10) 
où l'intégrale est prise entre deux points donnés de l’espace (Jacobi). 


Pour le mouvement libre d’une particule U —0, et (44,10) donne 
alors le résultat trivial : 


s(a=0, 


c’est-à-dire que la particule suit le plus court chemin: une droite. 
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Revenons à l'expression (44,3) de l’action et donnons-lui cette 
fois une variation par rapport au paramètre £: 


68 = 0 5E—(t—#)ÔE — Eôt. 


Substituant dans (44,3), il vient: 


EURE 44,11 

dE TZ t Lo: ( , ) 
Pour l’action réduite sous sa forme (44,9), cette égalité conduit 
à la relation 


D air dqi dqr 
je (64,12) 


qui n’est autre que l'intégrale de l'équation (44,8). Avec l’équation 
de la trajectoire elle détermine complètement le mouvement, 


Problème 


En partant du principe variationnel (44, 7), trouver l'équation différen- 
tielle de la trajectoire. 
Solution. En effectuant La variation, on a : 


ô \ VE=0 dt= — | a Ver mr abr } | 


(œ 2VEÉ—U 


Dans le second terme on a tenu compte du fait que di? — dr? et que par suite 
di dôl — dr dr; en intégrant par parties ce second terme et en égalant ensuite 
à zéro le coefficient de Ôr dans l'expression sous le signe somme, nous obtenons 
l'équation différentielle de la trajectoire 


2 VE + (VE-T +) Re 


or 


En effectuant la dérivation dans le premier membre de cette égalité et 


U Ho ; ) 
introduisant la force F — 7 on peut écrire cette équation sous la forme 
dr __F—(Ft)t 
di  2(E—U) 


où t — dr/dl est le vecteur unitaire de la tangente à la trajectoire. La différence 
F — (Ft)t est la composante F, normale à la trajectoire de la force. La dérivée 
d?r/dl? — dt/dl est égale, comme on le sait d’après la géométrie différentielle, 
àn/À, où R est le rayon de courbure de la trajectoire, et n le vecteur unitaire 
de la normale principale. Remplaçant également £ — U par mv?/2, on obtient: 


mu? 


VER 


=F, 


conformément à l'expression connue de l'accélération normale dans un mouve- 
ment le long d’une trajectoire courbe. 


13% 
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$ 45. Transformations canoniques 


Le choix des coordonnées généralisées q n’est limité par aucune 
condition: on peut prendre s grandeurs quelconques définissant de 
façon univoque la position du système dans l’espace. L'aspect 
formel des équations de Lagrange (2,6) ne dépend pas de ce choix, 
et dans ce sens on peut dire que les équations de Lagrange sont 
invariantes par rapport à la transformation qui fait passer des 
coordonnées 1, qe, ... à d'autres grandeurs indépendantes 
Q:, Q2:, . .. Les nouvelles coordonnées Q sont fonctions des ancien- 
nes q; admettons alors que nous les ayons choisies de telle sorte que 
cette relation contienne également le temps de façon explicite, 
c’est-à-dire qu’on aura des transformations du type 


Qi=Q:(a, à) (45,1) 


{appelées quelquefois transformations ponctuelles). 

Outre les équations de Lagrange, la transformation (45,1) laisse 
évidemment invariante la forme (40,4) des équations de Hamilton. 
Ces dernières cependant admettent en réalité une classe beaucoup 
plus large de transformations. Cette circonstance découle naturel- 
lement du fait que dans la méthode de Hamilton, les impulsions p 
jouent le rôle de variables indépendantes au même titre que les 
coordonnées g. C’est pourquoi la notion de transformation peut être 
élargie de façon à englober la transformation des 2s variables indé- 
pendantes p et q en les nouvelles variables P et Q suivant les for- 
mules 


Qi=0Q: (P: VE t), Pi P,; (P, q; t). (49,2) 


Cet élargissement de la classe des transformations admissibles 
constilue un des avantages essentiels de la méthode de Hamilton 
en Mécanique. 

Il serait tout à fait faux cependant d’en déduire que les équations 
du mouvement conservent leur forme canonique pour toute trans- 
formation du type (45,2). Dégageons maintenant les conditions 
auxquelles doit obéir une transformation pour que les équations du 
mouvement dans les nouvelles variables P et Q aient la forme 

! - 0H’ 

GT, Pie (45,3) 
avec une nouvelle fonction de Hamilton H” (P, Q). De telles trans- 
formations sont dites canoniques. 

On peut aboutir aux formules de transformations canoniques 
de la manière suivante. A la fin du $ 43, nous avons montré que 
les équations de Hamilton peuvent être obtenues à partir du prin- 
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cipe de moindre action mis sous la forme 


6\ (5 P: dqi— H dt) 0 (45,4) 


(toutes les coordonnées et les impulsions variant indépendamment). 
Pour que les nouvelles variables P et Q satisfassent aussi aux équa- 
tions de Hamilton, elles doivent vérifier également le principe de 
moindre action: 


8 \ bi P, dQ;,—H' dt) = (} (45,5) 


Mais les deux principes (45,4) et (45,5) ne sont équivalents qu’à 
la condition que les expressions sous le signe somme diffèrent seule- 
ment par la différentielle totale d’une fonction arbitraire F des 
coordonnées, des impulsions et du temps; la différence entre les 
deux intégrales (différence des valeurs de F aux limites d’intégra- 
tion) sera alors une constante dont la variation sera nulle. On doit 
par conséquent avoir: 


D pi dgi —H dt= SP; dQ;—H' dt+dF. 


Toute transformation canonique est caractérisée par sa fonction F 
qu'on appele fonction génératrice de la transformation. 
Ecrivant la relation obtenue sous la forme 


dF = p;dqg;i—Y P,dQ;+(H'—H)dt, (45,6) 


on voit que 


0F 


_ 0F 
DS ? Pie — 5: H'=H+-—- 


ôt ? (49,7) 


la fonction génératrice étant supposée donnée comme fonction des 
anciennes et des nouvelles coordonnées (et du temps): F# — 
— F (q, Q, t). Pour une fonction F donnée, les formules (45,7) 
établissent la relation entre les anciennes variables (p, q) et les 
nouvelles (P, Q), et expriment également la nouvelle fonction de 
Hamilton. 

Il peut être commode d'écrire la fonction génératrice non pas 
au moyen des variables q et Q, mais au moyen des anciennes coor- 
données q et des nouvelles impulsions P. Pour établir dans ce cas 
les formules de changement de variables canoniques, il faut effec- 
tuer les transformations de Legendre correspondantes dans la rela- 
tion (45,6). Plus précisément, écrivons celle-ci sous la forme 


d(F+Ù P:Q:)= Ÿ p:dqi+ D Q: dP;+(H'—H)dt. 
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L'expression différentiée dans le premier membre, écrite avec les 
variables g, P, constitue la nouvelle fonction génératrice. Désignons-la 
Di(q, P,t) et nous avons! 


D 0 a) 
Pig QG, W=H+S. (45,8) 


On obtiendra de façon analogue les formules de transformations 
canoniques exprimées au moyen de fonctions génératrices dépen- 
dant des variables p et Q ou pet P. 

Notons que la correspondance entre la nouvelle et l’ancienne 
fonction de Hamilton est toujours la même: la différence H’ — H 
est donnée par la dérivée partielle par rapport au temps de la fonc- 
tion génératrice. En particulier, si cette dernière ne dépend pas du 
temps, À” — H. Autrement dit, il suffira dans ce cas, pour obtenir 
la nouvelle fonction de Hamilton, de porter dans H les quantités 
P, g exprimées en fonction des nouvelles variables P, Q. 

L'étendue de la classe des transformations canoniques dans la 
méthode de Hamilton enlève à la notion de coordonnées et d’impul- 
sions généralisées une grande partie de son sens initial. Puisque 
les transformations (45,2) relient chacune des grandeurs P, Q aussi 
bien aux coordonnées q qu'aux impulsions p, on ne peut plus consi- 
dérer les variables Q comme des coordonnées purement spatiales. 
La différence entre les deux groupes de variables devient essentielle- 
ment une question de nomenclature. Cette circonstance se manifeste 
de façon très concrète, par exemple, dans la transformation ? Q; = p;, 
P; = —9; qui ne change pas évidemment la forme canonique 
des équations et se ramène simplement à interchanger les noms des 
coordonnées et des impulsions. 

Compte tenu de cette convention de terminologie, les variables 
p et qg sont souvent appelées simplement, dans la méthode de Hamil- 
ton, grandeurs canoniquement conjuguées. 

La condition pour que des variables soient canoniquement 
conjuguées peut être exprimée à l’aide des crochets de Poisson. 
Démontrons au préalable le théorème général d'invariance des 
crochets de Poisson par rapport aux transformations canoniques. 


1 Notons qu’en prenant la fonction génératrice sous la forme 
D=S fi(gt)P; 
G 


(où les f; sont des fonctions arbitraires), nous obtenons une transformation dans 
laquelle les nouvelles coordonnées Q; = f;(q, t), c'est-à-dire qu'elles s’expri- 
ment uniquement en fonction des anciennes coordonnées (et non des impulsions). 
Ce sont des transformations ponctuelles qui constituent naturellement un cas 
particulier de transformations canoniques. 


2 Pour laquelle la fonction génératrice est alors F = D di Qi. 
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Soit {f£}», « le crochet de Poisson des grandeurs f et g dans 
lequel la dérivation est effectuée par rapport aux variables p et 
g, et {fg}pr, a le crochet de Poisson des mêmes grandeurs dérivées 
par rapport aux‘ variables canoniques P et Q. On a alors: 


(18}r,a = {f8}p. 0: (45,9) 


On peut vérifier cette relation par un calcul direct, en utilisant 
les formules de transformation canonique. Il est possible cependant 
d'éviter les calculs à l’aide du raisonnement suivant. 

Remarquons tout d’abord que dans les transformations cano- 
niques (45,7) ou (45,8), le temps joue le rôle d’un paramètre. Par 
suite, si nous démontrons le théorème (45,9) pour des grandeurs 
ne dépendant pas explicitement du temps, ce théorème sera égale- 
ment vrai dans le cas général. Considérons maintenant de façon 
purement formelle la grandeur g comme fonction de Hamilton d’un 
système fictif. On a alors d’après la formule (42,1) {fg}»,9 = 
— df/dt. Mais la dérivée df/dt ne peut dépendre que des propriétés 
du mouvement (de notre système fictif) en tant que tel, et non de 
tel ou tel choix de variables. Par suite, le crochet de Poisson {fg} 
ne peut varier lorsqu'on passe d’un groupe de variables canoni- 
ques à l’autre. 

Des formules (42,13) et du théorème (45,9) on tire: 


{QiQn}p, a = 0, {PiPa}p, a = 0, {PiQu}p, à == Oir. (45,10) 


Ces relations, écrites à l’aide des crochets de Poisson, représentent 
les conditions auxquelles doivent satisfaire les nouvelles variables 
pour que la transformation p, g + P, Q soit canonique. 

Il est intéressant de noter que la variation des grandeurs p, q 
lors du mouvement lui-même peut être considérée comme une 
transformation canonique. Voici ce que nous entendons par là. 
Soit qg:, p. les valeurs des variables canoniques à l'instant #, et 
isxs Pix leurs valeurs à un autre instant t + t. Ces dernières 
sont fonctions des premières (et de la valeur t de l'intervalle, en 
tant que paramètre): 


ditr — (gs, Dt T), Pt+r — p(qt, Pt ds 


Si on considère ces formules comme une transformation faisant 
passer des variables qg;, p, aux variables qi, Prx, Cette transfor- 
mation sera canonique. 

Cela résulte évidemment de l'expression dS = ZX (ps:1dQtix — 
— p:dq:) de la différentielle de l’action S (g:+, qi) prise le long de 
la trajectoire réelle passant par les points qg; et qe. aux instants 
donnés t et t + v [cf. (43,7)]. Il résulte de la comparaison de cette 
formule avec (45,6) que —S est la fonction génératrice de la trans- 
formation. 
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$ 46. Théorème de Liouville 


Pour l'interprétation géométrique des phénomènes mécaniques, 
on utilise souvent la notion d’espace des phases: c'est un espace 
à 2s dimensions sur les axes duquel on porte les s coordonnées géné- 
ralisées et les s impulsions du système mécanique donné. Chaque 
point de cet espace correspond à un état déterminé du système. 
Lorsque le système se meut, le point de l’espace des phases qui le 
représente décrit une ligne correspondante appelée trajectoire dans 
l’espace des phases. 

On peut considérer le produit de différentielles 


dl — dq:... dgs dpi... dps 


comme un « élément de volume » de l’espace des phases. Considé- 
rons maintenant l'intégrale | al prise dans un domaine quel- 


conque de cet espace et représentant le volume de ce domaine. Mon- 
trons que cette grandeur possède la propriété d’être invariante par 
rapport aux transformations canoniques : si on transforme canonique- 
ment les variables p, q en variables P, Q, les volumes des régions 
des espaces p, q, et P, Q qui se correspondent seront les mêmes: 


Vin | du … das dpi … ps = \ | dQ:... dQ.dP,.… ap. 
(46,1) 


On sait que la transformation des variables dans une intégrale 
multiple s'effectue suivant la formule 


ee (doi... 40. ap, .… dP,=\ … (Ddq... das dpi... dp,, 


« 


ou 
0 (Os +555 Os PrrssssPe) 2 
DE 0 (q1, ses Ass Pis, Ps) Gi } 


est le jacobien de la transformation. Par suite, la démonstration du 
théorème (46,1) revient à démontrer que le jacobien de toute trans- 
formation canonique est égal à l'unité: 


D=1. (46,3) 


Utilisons la propriété connue des jacobiens qui permet dans 
un certain sens de s’en servir comme de fractions. Divisant le « numé- 


rateur » et le « dénominateur » par 4 (qi, - .., gs, Pi, . . ., P;} 
nous obtenons : 
D — 9 (O1: ..., Os Pass Ps) 0 (q4, os ss Dis Ps) 


9 (41, --., Is Pis ss404P8) 9 (41, -.., ss P,..., Ps) ‘ 


THÉORÈME DE LIOUVILLE 201 


Selon une autre règle connue, un jacobien au « numérateur » et 
au « dénominateur » duquel figurent des grandeurs identiques se 
réduit à un jacobien dont le nombre de variables est moindre; pour 
toutes Les dérivations les grandeurs identiques qui tombent ensemble 
doivent être considérées comme constantes. Ainsi 


d (O1, ..., Os) O (Ps +. Ps) 
D fit (Gt... Is) es, (ep 0 (P4,..., PS) J q=ûte : (46,4) 
Considérons le jacobien qui se trouve au numérateur de cette 
expression. Par définition, c’est un déterminant de rang s dont les 
éléments sont les 00;/0q4 (l'élément dQ;/0q, se trouve à l'intersection 
de la ième ligne et de la Ame colonne). En écrivant la transformation 
canonique à l’aide de la fonction génératrice ® (g, P) sous sa for- 
me (45,8), nous obtenons: 
0Q; _ d2® 
0qR OR OP; | 
On trouve de la même façon que l'élément de la ième ligne et de 
la kîme colonne qe en an qui se trouve au dénominateur de 


(46, 4) est égal à . De 


minants sont dentuiques aux colonnes de l’autre et réciproquement. 
Les deux déterminants sont donc égaux, de sorte que le rapport 
(46,4) est égal à ce qu'il fallait démontrer. 

Supposons maintenant que chaque point d’un élément donné 
de l’espace des phases se déplace dans le temps conformément aux 
équations du mouvement du système mécanique envisagé. Par là 
même, tout l’élément se déplacera, son volume restant inchangé: 


\ dT = Cte. (46,5) 


. Cela signifie que les lignes de l’un des déter- 


Cette affirmation (appelée théorème de Liouville) résulte immé- 
diatement de l’invariance d’un volume de l’espace des phases par 
rapport aux transformations canoniques, et du fait que la varia- 
tion de p et q au cours du mouvement peut être elle-même considérée 
(ainsi que nous l’avons montré à la fin du paragraphe précédent) 
comme une transformation canonique. 

On démontrera de façon absolument analogue l’invariance des 


intégrales 
\\ 2 dg:; dpi; 


NID dq: dpi dqx dpz, 


15h 
ou UNS PAST 
dans lesquelles l'intégration est étendue à des variétés bidimension- 
nelles, quadridimensionnelles, etc., de l’espace des phases. 
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$ 47. Equations de Hamilton-Jacobi 


Nous avons introduit au $ 43 la notion d'action comme fonction 
des coordonnées et du temps. Nous avons montré que la dérivée 
partielle par rapport au temps de cette fonction S (q, t) était liée 
à la fonction de Hamilton par la relation 


ôS 
3 + H(g, P; t)=0, 


et que ses dérivées partielles par rapport aux coordonnées coïnci- 
daient avec les impulsions. Remplaçant donc les impulsions p 
dans la fonction de Hamilton par les dérivées 0$/0q, nous obte- 
nons l'équation 

0S OS 


as 
rt A (qu ...,q: EPA 


à laquelle doit satisfaire la fonction S (q, t). C’est une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre, appelée équation de Hamil- 
ton-J'acobi. 

De même que les équations de Lagrange et les équations canoni- 
ques, l'équation de Hamilton-Jacobi constitue le point de départ 
d'une méthode générale d'intégration des équations du mouvement. 

Avant d'exposer cette méthode, rappelons que toute équation 
aux dérivées partielles du premier ordre possède une solution dépen- 
dant d’une fonction arbitraire; cette solution est appelée intégrale 
générale de l'équation. Dans les applications mécaniques cependant, 
ce n’est pas l'intégrale générale de l’équation de Hamilton-Jacobi 
qui joue un rôle essentiel, mais ce qu’on appelle l’intégrale complète; 
on désigne ainsi la solution d’une équation aux dérivées partielles qui 
contient autant de constantes arbitraires indépendantes qu’il y a de 
variables indépendantes. 

Dans l’équation de Hamilton-Jacobi, ces variables indépendan- 
tes sont les coordonnées et Le temps. Par suite, pour un système 
à s degrés de liberté, l'intégrale complète de cette équation doit 
contenir s + 1 constantes arbitraires. Maïs puisque la fonction S 
ne figure dans l’équation que par ses dérivées, l’une des constantes 
arbitraires apparaît dans l’intégrale complète comme une grandeur 
additive, c'est-à-dire que l'intégrale complète de l'équation de 
Hamilton-Jacobi prend la forme 


S—f(é, di ss ds; dpi da) FA, (47,2) 


où les a, ..., a, et À sont des constantes arbitraires !. 


| t) 0; (47,1) 


1 Bien que l'intégrale générale de l’équation de Hamilton-Jacobi ne nous 
soit pas utile, montrons qu’on peut la trouver si on connaît son intégrale com- 
plète. Nous considérerons pour cela la grandeur À comme une fonction arbi- 
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Dégageons maintenant la relation entre l'intégrale complète 
de l’équation de Hamilton-Jacobi et la solution des équations du 
mouvement qui nous intéresse. Pour cela, passons par une transfor- 
mation canonique des grandeurs q, p à de nouvelles variables, en 
choisissant comme fonction génératrice la fonction f(é, g; a) et 
comme nouvelles impulsions les @, @», ..., a. Désignons par 
#1, Be, . .., B, les nouvelles coordonnées. Puisque la fonction 
génératrice dépend des anciennes coordonnées et des nouvelles 
impulsions, nous devons utiliser les formules (45,8) : 


0f 


RE CL bn He 
Pi — : ré Bi — 557 H ER à À ar * 


Mais comme la fonction f satisfait à l'équation de Hamilton- 
Jacobi, on voit que la nouvelle fonction de Hamilton s'annule 
identiquement : 


H'=H+T-n+E 0. 


Les équations canoniques des nouvelles variables ont donc la 
forme à; —0, f; —0, d'où il résulte que 


a—[Cte, f;:—Cte. (47,3) 
D'autre part, les s équations 
0f _@. 
GP 


permettent d'exprimer les s coordonnées q en fonction du temps 
et des 2s constantes & et B. Par là même, nous obtenons l'intégrale 
générale des équations du mouvement. 


traire des autres constantes 


S—f(#, Is ses Ass gs ce.) Gs)-r À (1, se ts). 
En remplaçant ici les «1 par les fonctions des coordonnées et du temps que 
nous tirons des s conditions 
AS 
—(, 
oa; 


nous obtenons une intégrale générale qui dépend de la forme de la fonction 
arbitraire A(as, ..., &s). En effet, pour la fonction $ ainsi obtenue nous 


AVONS : 
0 CN OS 04h ôS 
m_ (2) (EH) (2), 
0qi 0qi la à OR } q 0qi cg; } x 


Mais les (95, 0q;)4 obéissent à l'équation de Hamilton-J acobi puisque la fonction 
S (t, q; a) est par hypothèse intégrale complète de cette équation. Les dérivées 
0S 8q;j y satisfont donc également. 
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Ainsi, la solution du problème du mouvement d’un système 
mécanique par la méthode de Hamilton-Jacobi se ramène aux opé- 
rations suivantes. 

Partant de la fonction de Hamilton, on écrit l'équation de 
Hamilton-Jacobi et on cherche l'intégrale complète (47,2) de cette 
équation. En la dérivant par rapport aux constantes arbitraires « 
et en égalant ces dérivées aux nouvelles constantes B, nous obtenons 
un système de s équations algébriques 


OS 
da; = Bi. (47,4) 


La solution de ce système nous donne les coordonnées q en fonction 
du temps et des 2s constantes arbitraires. On trouvera ensuite la 
relation entre les impulsions et le temps à l'aide des équations 


PE Ga 
Si nous avons une intégrale incomplète de l’équation de Hamil- 
ton-Jacobi dépendant d’un nombre de constantes arbitraires infé- 
rieur $, bien qu’on ne puisse pas à l’aide de cette intégrale trouver 
l'intégrale générale des équations du mouvement, on peut cependant 
simplifier quelque peu ce problème. Aïnsi, si la fonction $ est connue 

et contient une constante arbitraire «a, la relation 
0 


S 
Ia — Cte 


donne une équation reliant gq1, ..., qs, et é. 

L’équation de Hamilton-Jacobi prend une forme un peu plus 
simple dans le cas où la fonction H ne dépend pas explicitement du 
temps, c’est-à-dire quand le système est conservatif. La dépendance 
de l’action par rapport au temps se réduit alors au terme —Æt: 


S=S(9)—Et (47,5) 


(voir $ 44), et en substituant dans (47,1), nous obtenons pour 
l’action réduite So(g) l'équation de Hamilton-Jacobi sous la 
forme 


H (qu. ge: mie) = EE (47,6) 


$ 48. Séparation des variables 


Dans un certain nombre de cas importants, on peut trouver 
l'intégrale complète de l'équation de Hamilton-Jacobi par la 
méthode de séparation des variables. 

Admettons qu’une coordonnée, appelons-la 91, et la dérivée 
S/0qg, correspondante n'’entrent dans l'équation de Hamilton- 
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LL | ? LI L OS 
Jacobi que sous la forme d’une combinaison du type œ (a, Fr) Ù 
1 
ne contenant pas d’autres coordonnées ni d’autres dérivées (ni le 
temps); autrement dit, admettons que l'équation soit de la forme 


OS OS 
D {q, t, 0g; ? dt , (0) (a à Ôg1 = =), (48,1) 
où g; désigne l’ensemble des coordonnées à l'exception de q1. 
On cherchera dans ce cas une solution sous forme de la somme 


S = 8" (qi, t) +8 (q). (48,2) 
Portant cette expression sa ons (48,1), il vient : 
os” m4) 
D {as #3 7 , ot * P (a a) ee 0. (48,3) 


Supposons (48,2) trouvée. Après substitution dans (48,3), cette 
dernière doit alors se transformer en une identité, valable en parti- 
culier quelle que soit la valeur de la coordonnée g1. Or, seule peut 
varier la fonction @ quand q, varie; par suite, pour que l'expression 
(48,3) soit une identité, il faut et il suffit que œ soit constante. 
Ainsi, l'équation (48,3) se scinde en deux équations 


@ (ar 5) <a, (48,4) 
Das, rs a} —0, (48,5) 


où a, est une constante arbitraire. La première de ces équations 
est une équation différentielle ordinaire d’où on peut tirer la fonc- 
tion S4(qg1) par une simple intégration. [Il reste alors l’équation 
aux dérivées partielles (48,5), mais qui contient un nombre moindre 
de variables indépendantes. 

Si on peut de cette façon séparer successivement les s coordonnées 
-et le temps, le calcul de l’intégrale complète de l'équation de Hamil- 
ton-Jacobi se ramènera à des quadratures. Pour un système conser- 
vatif, il s’agit uniquement en fait de la séparation des s variables 
.(coordonnées) dans l’équation (47,6), et pour une séparation complè- 
te, l'intégrale cherchée prend la forme 


S= 2 Sn (a: ssl dE (ir cat. (48,6) 


«où chacune des fonctions S; dépend seulement d’une coordonnée et 
où l'énergie Æ comme fonction de constantes arbitraires &, . .., @s 
.S’obtient en portant Sç,-:2ZS; dans l'équation (47,6). 

Un cas particulier de séparation des variables est celui où l’une 
des variables est cyclique. La coordonnée cyclique q; n’entre jamais 
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sous forme explicite dans la fonction de Hamilton, et, par consé- 
quent, non plus dans l’équation de Hamilton-Jacobi. La fonction 


@ (a, a) s'écrit alors simplement 4S/0q,, et de l'équation (48,4) 
on tire S41 —= @1g1, de sorte que 


S = 5" (qi, ?)+ oui. (48,7) 
La constante a; n'est ici rien d’autre que la valeur constante 
p1 — 0S/dq, de l’impulsion correspondant à la coordonnée cyclique. 
Notons que la séparation du temps dans le terme —Æt pour un 
système conservatif correspond également à la méthode de séparation 
des variables en prenant { pour « variable cyclique ». 

Ainsi, la méthode de séparation des variables dans l'équation 
de Hamilton-Jacobi englobe tous les cas envisagés plus haut de: 
simplification de l'intégration des équations du mouvement, basés 
sur l’utilisation des variables cycliques. S’y ajoutent tous les cas 
où la séparation des variables est possible bien que les coordonnées 
ne soient pas cycliques. Il résulte de tout cela que pour la recherche 
de l'intégrale générale des équations du mouvement, la méthode 
de Hamilton-Jacobi est la plus efficace. 

Pour séparer les variables dans l'équation de Hamilton-Jacobi, 
il est essentiel de choisir convenablement les coordonnées. Prenons, 
dans divers systèmes de coordonnées, quelques exemples qui peu- 
vent présenter un intérêt physique en ce qui concerne les problèmes 
du mouvement d’un point matériel dans différents champs extérieurs. 

1. Coordonnées sphériques. Avec ces coordonnées (r, 0, œæ) la 
fonction de Hamilton Di 


— Om m (ri+ + Pè sin? o—) +Ù (r, ü, ®) 
et les variables peuvent être séparées, si 
a( b o c (@) 
r?sin? 0 ? 


où a(r), b(8), c(p) sont des rs arbitraires. Le dernier terme 
de cette expression ne peut guère présenter d'intérêt au point 
de vue physique; nous envisagerons donc un champ de la forme 


— a(r) +? QE, (48,8) 


L'équation de Hamilton-Jacobi pour la fonction S, est dans. 
ce cas 


(Se) +e(n+ts[ (5) +2m6(0)]+ 


1 850)? _ 
 Sre sin? 0 (Se) —E 
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Compte tenu du fait que la coordonnée @ est cyclique, cherchons 
une solution du type 


So= Po? +81 (r) +152 (0) 
et nous obtenons pour les fonctions Si(r) et S:(0) les”équations 
dS2 1 pass) 2 fr. 
() + 2m mb (0)+ "h, (9) +a()+,5,3E. 


Leur intégration donne finalement : 


S——Bt+ pag (VB 2mb(0)— ES 2mb (0)— LE d8+ 


A2 2m LE — a (r1—$ dr (48,9) 


On a ici pour constantes arbitraires pv, B, £ ; en dérivant par 
rapport à ces dernières et en égalant le résultat à de nouvelles cons- 
tantes, on trouve la solution générale des équations du mouvement. 

2. Coordonnées paraboliques. On passe des coordonnées cylin- 
driques (que nous désignerons dans ce paragraphe par p, , z) aux 
coordonnées paraboliques &, 1, @ au moyen des formules 


25 (En), p= VE. (48,10) 


Les coordonnées £ et n prennent toutes les valeurs de Ô à co ; les 
surfaces & — Cte et n — Cte constituent, comme il est facile de le 
vérifier, deux familles de paraboloïdes de révolution (avec z pour 
axe de symétrie). On peut mettre la relation (48,10) sous une autre 
forme en introduisant le rayon 


r=V +0? => (E+ n). (48,11) 
On a alors: 
E=r+z, n—=r—2. (48,12) 


Etablissons la fonction de Lagrange d’un point matériel dans 
les coordonnées Ë, mn, p. En dérivant les expressions (48,10) 
par rapport au temps et portant dans 


= (2 + pp +2) —U (p, , 2) 


(fonction de Lagrange en coordonnées cylindriques), on obtient : 


= 5 (+0) (È+T) +5 Eng UE n 4) (48,13) 
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Les impulsions sont 


nt 


ner (+, Pn= 7e (En) 1 
Po = MEN 
et la fonction de Hamilton 
2 
He EpÉnpn | Po | LU (E, 1, p). (48,14) 


m  E+n  ‘ 2m£ên : 


Les cas physiquement intéressants de séparation des variables 
dans ces coordonnées correspondent à une énergie potentielle 
du type 

_4(6)+b(n) _ a(r-Lz)+b(r—2) 


— = (48,15) 


On a Re 
Do Le 080) 280 a (5) +b(n) | 
Enter LE (GE Ê el Fr.) le 2m£ên (5e) Dé enr 
La coordonnée cyclique @ se sépare sous la forme p,p. Multipliant 


ensuite l'équation par m(E-+n) et regroupant les termes, on 
obtient : 


2e (0)* ma (D —mE (+28 + 


5 25 
980 \? Pq 
+2n (52) +mb(n)—mEn+ SE 0. 


Posant 
So = PP 51 (€) + 52 (n); 
on a les deux équations 


2€ () -ma(£) —mEE.+ ones 


ds | . p2 
on (Te) + mb(m—mEn+ SE = —$ 


dont l’intégration donne finalement : 


E P« 
mE B mb(n)  P$ : 
res = (48,16) 


avec Py, BP, Æ£ pour constantes arbitraires. 
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3. Coordonnées elliptiques. Ces coordonnées Ë, n, ® découlent 
des formules 


p=oV(E—-1(1—n), 2z=oën. (48,17) 


a 


La constante © est le paramètre de la transformation. La coordonnée 
ë prend toutes les valeurs de 1 à et la coordonnée n de —1 à +1. 
On obtient des relations géométriquement plus concrètes en introdui- 
sant les distances r,; et r, aux points À, et À, de l’axe z ayant pour 
coordonnées z = 6 et z = —o!: 


VERRE, = VENTE. 
Substituant ici les expressions (48,17) on a: 


= O(E—n), r=0(Ë6+n). | (48,18) 


Renan rt 


26 ‘ 1% 


Transformons la fonction de Lagrange des coordonnées cylin- 
driques en coordonnées elliptiques, nous trouvons: 


LM (10 (LE Re ï a) +5 x 
x (E—1)(1—n)p—U(E, n, p). (48,19) 


D'où pour la fonction de Hamilton: 
1 2 
H = ee LE — 0 PE — (4 — m9) pi + 
1 fl 
de: +5) ré | +U(E, n, q). (48,20) 


Les cas physiquement intéressants de séparation des variables 
correspondent à l'énergie potentielle 


Hz et) evo). 0: {a (22) +b (25) } , (48,21) 


ET rar 


1 Les lignes £—Cte représentent la famille d’ellipsoïdes 

72 p? ” 
G2E2 1e o2(E2—1) 

de foyers A1 et 42, et les lignes n—=Cte, la famille d'hyperboloïdes 
z2 p? 
> — = — = 
om C2(— 0) 

de mêmes foyers. 

l/a 14-640 
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où a(£) et b(n) sont des fonctions arbitraires. Le résultat de la 
séparation des variables dans l’équation de Hamilton-Jacobi s'écrit : 


; = — 2m0? pÈ 
S=—Et+ pep+ \ 2mo?E + RE) UE dE + 
B+ 2m02? b (n) P& 


Problèmes 


14. Trouver l'intégrale complète de l'équation de Hamilton-Jacobi pour 
une particule en mouvement dans un champ 


œ 
RS à 
. 


(superposition d’un champ coulombien et d'un champ uniforme). 


(e € 26 & 
Fig. 55. 


Solution. Le champ donné se rapporte au type (48.15) et on a! 
F F 
aŒE=a—s-E, b(m=a+ 
La formule (48,16) donne : 


E = p£ F 
S=—Et+p0+ \ poser TE dE + 


l°mE ma + $ pq mF 
CE PAU "1 
+\y D En 4 4 1 


avec P E, B pour constantes arbitraires. La constante $ a dans ce cas un 
sens bien déterminé : elle exprime la conservation de la quantité 


az Pp m 
= —m| = +— = Sn Se 
B m| ms Ro à (ZLp op.) | D p 
(fonction uniforme des coordonnées et des impulsions de la particule). 
L'expression entre crochets représente l'intégrale première spécifique d'un 
champ purement coulombien (voir $ 15). 
2. Même problème pour un champ 


œ œ 
ri ro 
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champ coulombien de deux centres 1mmobiles situés à une distance 26 


’un de l'autre). 
Solution. Le champ donné se rapporte au type (48.21) et on a: 


EMILE (me à 


La formule (48,22) donne : 


. omoop … P— 20 (ai + a) Ë le 
S=—E1+ p90+\ V/ 2028 + ET (ty dE + 


| B—< 2m0 (@1 — &3) n P4 
9mo2E — TT 1. D 
+\ V mo2E 1 = 15 dn. 


La constante $ exprime dans ce cas la conservation de la quantité 
B= 02p} — M?+ 2m0 (a cos 61 + @» cos 6), 


où M est le moment cinétique total de la particule, et 6, et 62, les angles 
indiqués sur la fig. 55. 


$ 49. Invariants adiabatiques 


Considérons un système mécanique animé d’un mouvement. 
linéaire fini et caractérisé par un paramètre À définissant les pro- 
priétés du système lui-même ou du champ extérieur dans lequel 
il se trouve. 

Supposons que sous l'influence de certaines causes extérieures, 
le paramètre À varie lentement (c’est-à-dire adiabatiquement) 
avec le temps; nous appelons « lente » une transformation pour 
laquelle À varie peu au cours d’une période 7 du mouvement du 
système : 


dÀ 
TE A (49,1} 


Un tel système n’est pas fermé et son énergie £ ne se conserve pas. 
Mais du fait que À varie lentement, on peut poser que la vitesse Æ 


de variation de l’énergie est proportionnelle à la vitesse À de variation 
du paramètre À. Cela signifie que lorsque À varie, l’énergie du systè- 
me se comporte comme une fonction de À. Autrement dit, il existe 
une relation entre £ et À qui reste inchangée au cours du mouvement 
du système; cette grandeur est appelée invariant adiabatique. 

Soit Æ (p, g; À) la fonction de Hamilton du système, dépendant 
du paramètre À. D'après (40,5) la dérivée totale de l'énergie par 
rapport au temps est 


1}, 14% 
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Prenons la moyenne de cette égalité pour une période du mouvement; 
compte tenu de la lenteur de la variation de À (et par conséquent 


de à), on peut ne pas surligner À : 


Œ _o 7 
"dt dt où ? 


et, dans la fonction 0H/0X prise en moyenne, considérer comme 
grandeurs variables les seuls p et q, et non À. En d’autres termes, 
on prend les moyennes comme si le mouvement avait lieu avec À 
constant. 
Explicitons la valeur moyenne de l'énergie: 
dE À 1  oH 
d o) 
ra Vox de 


D'après l’équation de Hamilton q—0H/0p on a: 


A l'aide de cette égalité, remplaçons l'intégration par rapport au 
temps par une intégration par rapport à la coordonnée; ce faisant, 
nous mettrons la période 7° sous la forme 


le signe À désigne ici l’intégration par rapport à Ja variation 


totale («en avant» et «en arrière») de la coordonnée au cours 
d'une période!. Par suite, 


CELR 0H I, 
dE dx 0H jp L 
= PT (49,2) 


“dt LE à 
TER 


Comme on l’a déjà indiqué, les intégrales contenues dans cette 
‘formule doivent être prises le long de la trajectoire, À étant constant. 
Le long d’une telle trajectoire, la fonction de Hamilton conserve 


1 Si le mouvement du système est une rotation et si la coordonnée g est repré- 
scntée par l’angle de rotation p,. l'intégration par rapport à dy doit être effectuée 
pour un « tour complet », c’est-à-dire de 0 à 2x. 
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la valeur constante Æ, et l'impulsion est une fonction définie de la 
coordonnée variable g et des deux paramètres constants indépendants 
E et à. En désignant sous le nom d’impulsion une fonction telle 
que p(q; E, À) et en dérivant ÆH (p, q; À) — E par rapport au 
paramètre À, on obtient: 

0H 0H ôp _0 
8 | ôp 8h 


ou 


0H OH J0R _ _9P 
0H/0p 6à ‘ 


Portant ce résultat dans l'intégrale du numérateur de (49,2) et 
écrivant dans celle du dénominateur la fonction sous le signe 
somme sous la‘‘forme 0p/0E, on a: 


Op 
E__aŸat (49,3) 
dt dt $ 4p a ; 
0E 
ou 
ôp dE 9p dÀ ” 
D (SE ta ar) 0. 
Cette égalité peut s’écrire finalement : 
al 
x = 0, (49,4) 
où / désigne l’intégrale 
1 
I=-— $ p da, (49,5) 


prise le long de la trajectoire, Æ et À étant données. Ce résultat 
montre que dans l’approximation considérée, la quantité 7, res- 
tant constante pendant la variation du paramètre À, est un inva- 
riant adiabatique !. 

La grandeur Z est fonction de l’énergie du système (et du para- 
mètre À). Notons que sa dérivée sn par rapport à l’énergie 


2 = VE 


(l'intégrale est celle du dénominateur de (49,3)) est la période du 
mouvement du système 


2n PT. (49,6) 


1 On peut montrer que 7 diffère d’une valeur constante par une quantité 
exponentiellement petite (si la fonction À (£) n’a pas de singularités). 


15—640 
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On peut attribuer à l'intégrale (49,5) une signification géo- 
métrique concrète en utilisant la notion de trajectoire dans l’es- 
pace des phases du système. Dans le cas donné (un seul degré de 
liberté), l’espace des phases se réduit à un système de coordonnées 
pP, q à deux dimensions, et la trajectoire dans l’espace des phases 
du système, dont le mouvement est périodique, est représentée par 
une courbe fermée dans ce plan. L'intégrale (49,5), prise le long de 
cette courbe, représente sa surface intérieure. Il est évident qu'on 
peut l'écrire aussi bien sous la forme de l'intégrale curviligne 


que de l’intégrale de surface 
1 


A titre d'exemple, déterminons l’invariant adiabatique d’un 
oscillateur linéaire. Sa fonction de Hamilton est 


où « est la fréquence propre de l’oscillateur. L’équation de la tra- 

jectoire des phases est donnée par la loi de conservation de l’énergie 

H (p, q) — E. C’est une ellipse de demi-axes V 2m£E et V 2E/mo? 
dont la surface (divisée par 2x) est 

2e De 

1 —= à (49, 1) 

L'invariance adiabatique de cette grandeur signifie que pour une 


variation lente des paramètres de l’oscillateur, son énergie varie 
proportionnellement à la fréquence !. 


1 La question de la précision de la conservation de l’invariant adiabatique 
(49,7) se réduit à l'établissement du lien entre les coefficients c+ dans les expres- 


- : io, t ; : 
sions asymptotiques (pour & — + oo) g-=-Re(cie +) des solutions de l’équa- 
tion du mouvement de l’oscillateur q + w? (t) q — 0, où la fréquence © est une 
fonction lentement variable du temps (qui tend vers les limites constantes w:+ 
lorsque { — + oc); les valeurs limites 7 s'expriment en fonction de ces coeffi- 


; À . : À k 
cients par la relation -— @+ |c+1[7?. La solution de ce problème peut être empruntée 


à la mécanique quantique, si l’on note la coïncidence formelle de l’équation du 
mouvement écrite avec l’équation de Schrôdinger 4” + k?(x)ÿ — 0 pour le mou- 
vement unidimensionnel d’une particule au-dessus d’une « barrière de potentiel » 
lentement variable (quasi classique) ; le problème de la détermination du lien 
entre les expressions asymptotiques (pour x —> + ©) de 1 consiste à trouver le 
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La grandeur Z permet de formuler de façon nouvelle les équa- 
tions du mouvement d’un système (à paramètres constants). 

Transformons canoniquement les variables p, q, en prenant 7 
comme nouvelle «impulsion». C'est l'«action réduite» S5, 
exprimée en fonction de g et Î, qui doit jouer ici le rôle de fonction 
génératrice. En effet, S, est définie pour une énergie donnée du 
système. Mais pour un système fermé, { est fonction de la seule 
énergie, et par suite, on peut aussi bien exprimer S, comme fonction 


S (ga, T1), et la dérivée partielle (Se), — p coïncidera vec la 
dérivée (). pour Z constant. On a par conséquent 
9S0(q, I 
p= mt, (49,8) 


ce qui correspond à la première des formules de transformation 
canonique (45,8). La deuxième de ces formules définit la nouvelle 
«coordonnée», que nous noterons w: 

089 (q; 1) | 

Les variables 7 et w sont appelées variables canoniques, où 1 
est la variable d'action et w variable angulaire. 

Puisque la fonction génératrice S, (q, 1) ne dépend pas expli- 
citement du temps, la nouvelle fonction de Hamilton AH” coïncide 
avec l’ancienne AH exprimée en fonction des nouvelles variables. 
Autrement dit, 4” représente l’énergie Æ (1) , exprimée en fonction 
de la variable d’action. Les équations de Hamilton des variables 
canoniques s'écrivent, par conséquent, 

e e d 
10, tn 


. (49,10) 


La première donne, comme il se doit, /Z —Cte et il en est de 
même pour l'énergie. La seconde montre que la variable angulaire 
est fonction linéaire du temps 

w=E 1 Cte. (49,11) 
al 

L'action S,(q, 1) est une fonction non univoque des coordonnées. 
Au bout de chaque période, cette fonction ne reprend pas sa valeur 


« facteur de réflexion » par la barrière de potentiel (cf. Mécanique quantique, 
$ 52). ' : 

Ce procédé pour résoudre le problème de la précision de la conservation de 
l'invariant adiabatique d’un oscillateur appartient à L. P. Pitaevski. On trou- 
vera les calculs correspondants dans l’article de A. M. Dykhné, Journal de Phy- 
sique Expérimentale et Théorique, 38, 570 (1960). 


15% 
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initiale, mais reçoit l’accroissement 
ASo= 2x1, (49,12) 


ce qui est évident d’après la formule S,— \ pdq et la définition 


(49,5). L’accroissement de la variable angulaire pendant le même 
temps est par suite 

Aup = À 280 — À AS — 25 (49,13) 

OT à ; 

(ce qu'on peut vérifier immédiatement à l’aide de la formule (49,11) 
et de l'expression (49,6) de la période). 
_ Inversement, si nous exprimons q et p (ou toute fonction uni- 
forme F (p, q) de ces variables) comme fonctions des variables cano- 
niques, celles-ci resteront inchangées lorsque w varie de 2x (pour 
une valeur donnée de 7). En d’autres termes, toute fonction uniforme 
F (p, g) exprimée au moyen de variables canoniques est une fonction 


périodique de w, de période 2n. 


$ 50. Propriétés générales du mouvement dans l’espace 


Considérons un système à plusieurs degrés de liberté, effectuant 
un mouvement fini (par rapport à toutes les coordonnées). Suppo- 
sons que le problème admette une séparation complète des variables 
dans la méthode de Hamilton-Jacobi. Cela signifie que pour un 
choix convenable des coordonnées, l’action réduite est égale à la 
somme 


So= 2 Si (qi), (50,1) 


chacune de ces fonctions dépendant d’une seule coordonnée. 
Les impulsions généralisées étant 
__ 45 _ dS; 
PE Gg — di ? 


chacune des fonctions S; peut s’écrire 
S; = \ Pi dgi. (50,2) 


Ces fonctions ne sont pas uniformes. Le mouvement du système 
étant fini, chaque coordonnée ne peut prendre que les valeurs com- 
prises dans un intervalle fini déterminé. Lorsque les gq; varient 
«en avant» et «en arrière » dans cette intervalle l’action reçoit 
l'accroissement 

ASo=AS;—2nl;, (50,3) 
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où J; est l'intégrale 
1 
Dig À pda, (50,4) 


étendue à la variation indiquée de gq:; !. 

Effectuons maintenant la transformation canonique, de la 
même façon qu’au paragraphe précédent, pour le cas d’un degré de 
liberté. On aura pour nouvelles variables les « variables d’action » 
1; et les « variables angulaires » 


__ 250 (a, 1) _ «y 85h (gs 1) 
Hanoi hoc ol 


où c’est de nouveau l’action, exprimée en fonction des coordonnées 
et de J;, qui joue le rôle de fonction génératrice; avec ces varia- 
bles, les équations du mouvement 


’ ° dE (7 
I; —= 0, Vi = _. 
donnent 
I; = Cte, (50,6) 
wi = ee t+ Cite. (50,7) 


Nous aboutissons à un résultat analogue à (49,13), à une varia- 
tion complète («en avant» et «en arrière») de la coordonnée q; 
correspond la variation de w; de 2x: 


Aw; = 25. (50,8) 


Autrement dit, les w; (q, 1) sont des fonctions multiformes des 
coordonnées qui, lorsque celles-ci reviennent à leur valeur initiale, 
peuvent varier d’un nombre entier de fois 21. Cette propriété peut être 
formulée aussi comme propriété de la fonction w; (p, q) (exprimée 
au moyen de la coordonnée et de l’impulsion) dans l’espace des pha- 
ses du système. Puisque les 7; eux-mêmes sont des fonctions uni- 
formes par rapport aux variables p et q, on obtient, en portant 
T1; (p, q) dans w; (q, I), une fonction w; (p, q) qui, lorsqu'elle par- 
court une courbe fermée quelconque dans l’espace des phases, peut 
varier d’un multiple entier de 2x (y compris O). 


1 Soulignons cependant qu'il s’agit ici d’une variation formelle de la coor- 
donnée g; dans tout l'intervalle possible, et non de sa variation au cours d'une 
période du mouvement réel (comme c'était le cas pour le mouvement linéaire). 
Un mouvement fini réel d’un système à plusieurs degrés de liberté n’est pas non 
seulement en général périodique dans son ensemble, mais même la variation 
Le. le temps de chaque coordonnée n’est pas non plus périodique (voir plus 

as). 
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Il s'ensuit que toute fonction uniforme F (p, q) ! de l’état du 
système, lorsqu'on l’exprime au moyen des variables canoniques, 
est fonction périodique des variables angulaires, de période 2x pour 
chacune d'elles. On peut la développer en série multiple de Fourier 


F= Y  ... » Arr, 7 ei Giwit...+lsws) (50,9) 
li=—00 ls——00 FARUUPE 
(où les /,, l, ...l, sont des nombres entiers). Portant ici les 


variables angulaires en fonction du temps, on trouve que la rela- 
tion entre F et le temps, est définie par une somme du type 


F= N S A, exp {it (ur +) }. 


l1=—00 le — 00 
(50,10) 


Chaque terme de cette somme est une fonction périodique du 
temps de fréquence 


0E 0E 
opte thon (50,11) 


Mais puisque ces fréquences ne sont pas en général des multiples 
entiers (ou des fractions rationnelles) de l’une d’entre elles, l’en- 
semble de la somme n’est pas une fonction strictement périodique. 
Cela concerne en particulier aussi bien les coordonnées q elles-mêmes 
que les impulsions p. 

Ainsi, le mouvement d’un système n’est en général rigoureuse- 
ment périodique ni globalement, ni par rapport à telle ou telle 
coordonnée. Cela signifie que si le système est passé par un certain 
état, il ne repassera pas par le même état au bout d’un intervalle 
de temps fini. On peut cependant affirmer qu’au bout d’un temps 
assez long, le système passera aussi près que l’on veut de cet état. 
C’est pourquoi un tel mouvement est appelé quasi périodique. 

Dans certains cas particuliers, deux (ou plus) des fréquences 
fondamentales ©; — 0E/01; peuvent être commensurables (pour 
des valeurs arbitraires de Z;). Ce sont des cas de dégénérescence, 
et si les s fréquences sont commensurables, le mouvement du système 
est dit complètement dégénéré. Dans ce dernier cas, il est évident que 
le mouvement est rigoureusement périodique, et que par là même, 
les trajectoires de toutes les particules sont fermées. 


! Les « coordonnées de rotation », c’est-à-dire les angles y (voir note p. 214), 
ne sont pas liés de façon univoque à l’état du système, puisque des valeurs de 
différant d’un multiple entier de 2x correspondent à une même position du sys- 
tème. Par suite, s’il se trouve de tels angles parmi les coordonnées q, ils ne peu- 
vent entrer dans la fonction F (q, p) que sous la forme d’expressions telles que 
cos @ ou sin @, dont la correspondance avec l’état du système est univoque. 
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La dégénérescence entraîne tout d’abord une diminution du 
nombre des grandeurs indépendantes (7;) dont dépend l'énergie du 
système. Soit w1 et w2 deux fréquences liées par la relation 


0E ÔE 
ni FC de. ; (50,12) 


où #1 et n2 sont des nombres entiers. Il en résulte que Z, et JL: 
n’entrent dans l'énergie que sous forme de la somme no1, + nilo. 

Une des particularités les plus importantes des mouvements 
dégénérés est l’augmentation du nombre de leurs intégrales premiè- 
res uniformes par rapport au nombre de celles-ci dans le cas général 
d’un système non dégénéré (le nombre de degrés de liberté étant le 
même). Dans ce dernier cas, parmi les (2s — 1) intégrales premières, 
s fonctions de l’état du système sont uniformes; leur choix est com- 
plètement déterminé, par exemple, par les s grandeurs J;. Les autres 
intégrales peuvent être représentées par les différences 


ÔE ÔE 
Bon éor: : (90,15) 


Leur constance se déduit immédiatement de la formule (50,7), 
mais à cause de la non-uniformité des variables angulaires, elles 
ne sont pas des fonctions uniformes de l’état du système. 

Il en va autrement dans les cas de dégénérescence. Aïnsi, compte 
tenu de (50,12), l’intégrale 


Win — WRrh; (50,14) 


n’est pas uniforme, mais sa non-uniformité se réduit à l'addition 
d’un multiple entier quelconque de 2x. Par suite, il suffit de prendre 
une fonction trigonométrique de cette grandeur pour obtenir une 
nouvelle intégrale première, uniforme. 

Le mouvement dans un champ U — —a/r (voir problème à la 
fin de ce paragraphe) constitue un exemple de mouvement dégé- 
néré. C’est ce fait qui aboutit à l'apparition, outre les deux inté- 
grales uniformes habituelles ? — moment M et énergie £ — propres 
au mouvement dans un champ central quelconque, de la nouvelle 
intégrale première uniforme (15,17), spécifique du champ donné. 

Notons aussi que l'apparition d’intégrales uniformes supplé- 
mentaires conduit, à son tour, à une autre propriété des mouve- 
ments dégénérés : ils admettent une séparation complète des varia- 


1 Le mouvement est considéré déjà comme plan. 
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bles pour plusieurs choix des coordonnées, et non pour un seul choix 
déterminé !. En effet, dans les coordonnées pour lesquelles la sépa- 
ration des variables a lieu, les Z; sont des intégrales premières uni- 
formes. Mais lorsqu'il y a dégénérescence, le nombre des intégrales 
uniformes est plus grand que s et, par suite, le choix de celles que 
nous voulons prendre pour grandeurs Z; cesse d’être univoque. 

A titre d'exemple, reprenons le mouvement de Kepler, pour 
lequel les variables se séparent aussi bien en coordonnées sphériques 
que paraboliques. 

Nous avons montré au paragraphe précédent que pour un mouve- 
ment fini à une dimension, la variable d'action est un invariant 
adiabatique. Cette affirmation reste valable pour un système à 
plusieurs degrés de liberté. Donnons-en ici la démonstration géné- 
rale. 

Soit de nouveau À (t) un paramètre du système dont la variation 
est lente ?. Dans la transformation canonique qui fait passer des 
variables p, q aux variables Z, w, c’est, comme nous le savons, 
l’action S, (g, 1) qui est fonction génératrice. Elle dépend de À 
comme paramètre, et si ce dernier dépend du temps elle sera fonction 
explicite du temps: So (g, Z:; À (t)). Dans ce cas, la nouvelle fonc- 
tion de Hamilton H” ne coïncidera plus avec l’ancienne, c’est-à-dire 
l'énergie Æ (1), et, d’après les formules générales (45,8) de transfor- 
mation canonique, on aura: 


H'=E (+0 E (1 + Ai, 


où l’on a posé 


__ 198 
De CN }, : 
Les équations de Hamilton donnent maintenant : 
; 0H" OA ;: . 
on (50,15) 


Prenons la moyenne de cette égalité dans un intervalle de temps 
grand par rapport aux périodes du système, mais petit par rapport 


A 


au temps que mettrait le paramètre À à varier de façon notable. 


De ce fait, on peut ne pas surligner À, et en prenant la moyenne de 
OA/0w;, on peut considérer que le mouvement du système s'effectue 
à À constant et possède par suite les propriétés des mouvements 
quasi périodiques indiquées ci-dessus. 


1 Nous faisons abstractions ici des changements de coordonnées triviaux 


tels que gi = qi (q1), 43 = q2 (gs). + | 
2 Pour simplifier les formules nous supposons qu’il n’y a qu’un seul para- 
mètre, mais la démonstration reste entièrement valable quel qu’en soit le nom- 


bre. 
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L'action $S, est une fonction multiforme des coordonnées ; lorsque 
celles-ci reprennent leur valeur initiale, des multiples entiers de 
2x; s'ajoutent à S,. Mais la dérivée À — (08$,/6À); est une fonction 
uniforme, puisque la dérivation est effectuée à Z; constants et que 
par suite, les accroissements qui s'ajoutent à S, disparaissent. Par 
conséquent À, exprimée en fonction des variables angulaires w;, 
est une fonction périodique. Or, la valeur moyenne des dérivées 
0A/0w; d’une telle fonction est nulle, de sorte que, compte tenu 
de (50,15), on a: 


= ._(24) i=0. 


ôW; 


ce qui démontre l’invariance adiabatique des J;. 

Concluons par quelques remarques sur les propriétés du mou- 
vement fini de systèmes fermés à s degrés de liberté dans le cas le 
plus général, ne supposant pas que les variables se séparent dans 
l'équation correspondante de Hamilton-Jacobi. 

La propriété fondamentale des systèmes à variables séparées 
est l’uniformité des intégrales premières Z;, dont le nombre est 
égal au nombre de degrés de liberté. Mais dans le cas général des 
systèmes à variables non séparées, le choix des intégrales premières. 
uniformes se limite à celles dont la constance exprime les propriétés 
d’'homogénéité et d’isotropie de l’espace et du temps, c’est-à-dire 
aux lois de conservation de l’énergie, de l’impulsion et du moment. 

La trajectoire dans l’espace des phases d’un système passe par 
les régions de l’espace des phases déterminées par les valeurs cons- 
tantes données des intégrales premières uniformes. Pour un système 
à variables séparées ayant s intégrales uniformes, ces conditions 
définissent une variété (hypersurface) à s dimensions dans l’espace 
des phases. Au bout d’un temps assez long, la trajectoire du système 
remplira cette surface de façon aussi dense que l’on veut. 

Pour un système à variables non séparées, ayant un nombre 
moindre d'’intégrales uniformes (pour le même nombre de degrés. 
de liberté), la trajectoire des phases remplira dans l’espace des 
phases (totalement ou en partie) des régions (variétés) à un nombre 
de dimensions plus élevé. 

Indiquons pour finir que si la fonction de Hamilton d’un système 
ne diffère que par des termes petits d’une fonction admettant la 
séparation des variables, les propriétés du mouvement seront infi- 
niment proches des propriétés des mouvements quasi périodiques ; 
les différences seront des infiniment petits d'un ordre beaucoup: 
plus élevé que celui des infiniment petits supplémentaires dans la 
fonction de Hamilton. 
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Problème 


Calculer les variables d'action pour un mouvement elliptique dans un 
champ U — —a/r. 
Solution. En coordonnées polaires r, @ dans le plan du mouvement on a: 


1 2n 
I9=5= \ Po dP- M, 
0 


2 max pa M? FT 
a : m 
ben | Vn(s+)-rar toy 
Tmin 


D'où l'énergie exprimée en fonction des variables d'action 


ma? 
2(1r+ Lo) 
Elle ne dépend que de la somme 7,+17%, ce qui signilie que le mouvement 
est dégénéré : les deux fréquences principales (par rapport à @ et r) coïnci- 
dent. 
Les paramètres p et e de l'orbite (voir (15,4)) s'expriment en fonction 
de 7, et IQ par 


E = 


2 
De si (; +)". 
AE 
Par suite de l'invariance adiabatique de 7, et 7, l'excentricité de l'orbite 
reste inchangée lorsque le coefficient ou la masse m varie lentement, et ses 
dimensions varient de façon inversement proportionnelle à m» et a. 
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